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Preliminari

1 Spazi riflessivi

(1.1) Notazione Dato X uno spazio normato su K, indichiamo con X ′ = L(X;K) il
suo duale topologico e con X ′′ = L(X ′;K) il suo biduale topologico.

(1.2) Definizione Sia X uno spazio normato su K. Chiamiamo iniezione canonica di
X in X ′′, l’applicazione J : X → X ′′ tale che per ogni x ∈ X, per ogni φ ∈ X ′

⟨Jx, φ⟩ = ⟨φ, x⟩.

(1.3) Proposizione Sia X uno spazio normato su K e J l’iniezione canonica di X in
X ′′. Valgono i seguenti fatti:

(a) J è ben definita,

(b) J è un’isometria, ovvero per ogni x ∈ X

∥Jx∥X′′ = ∥x∥X ,

(c) J è lineare e iniettiva1.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

(1.4) Definizione Sia X uno spazio normato su K. Diciamo che X è riflessivo se J è
suriettiva.

(1.5) Proposizione Sia X uno spazio normato su K di dimensione finita. Allora J è
biettiva. In particolare X è riflessivo.

1Il nome è quindi giustificato.
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8 PRELIMINARI

Dimostrazione. È sufficiente combinare il fatto che J sia iniettiva con il Teorema di
Nullità + Rango.

(1.6) Teorema Sia X uno spazio normato su K. Allora X è riflessivo se e solo se X ′

è riflessivo.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

(1.7) Teorema Siano X uno spazio di Banach su K riflessivo e Y ≤ X chiuso. Allora
Y è riflessivo.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

(1.8) Proposizione Sia X uno spazio normato su K riflessivo. Allora X è di Banach.

Dimostrazione. Sia (xh) di Cauchy in X. Allora per ogni ε > 0 esiste h̄ ∈ N tale che per
ogni h, k ≥ h̄, ∥xh − xk∥X < ε. Detta J l’iniezione canonica associata a X,

∥Jxh − Jxk∥X′′ = ∥J(xh − xk)∥X′′ = ∥xh − xk∥X < ε

ossia (Jxh) è di Cauchy in X ′′, che è completo essendo K completo. Di conseguenza
esiste T ∈ X ′′ tale che Jxh → T .

Poiché X è riflessivo, esiste x ∈ X tale che T = Jx. Essendo J un’isometria,

∥Jxh − Jx∥X′′ = ∥xh − x∥X

e passando al limite otteniamo che xh → x.

(1.9) Esempio Sia

C00 = {(xh) ∈ l∞(N) : esiste m ∈ N tale che xh = 0 per ogni h ≥ m}

munito della norma del sup. Allora (C00, ∥·∥∞) non è riflessivo.

Dimostrazione. Consideriamo la successione in C00 definita da

xj = (1, 1
2 ,

1
4 , . . . ,

1
2j
, 0, . . . , 0, . . . ).

Siccome xj → (1, 1
2 ,

1
4 , . . . ,

1
2j ,

1
2j+1 , . . . ) /∈ C00, possiamo affermare che C00 non è chiuso.

Non può quindi essere completo. La tesi discende quindi dalla Proposizione (1.8).
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(1.10) Definizione Sia X uno spazio normato su K. Diciamo che X è uniformemente
convesso se per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che

∀x, y ∈ X, ∥x∥, ∥y∥ ≤ 1 : ∥x− y∥ ≥ ε =⇒
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ < 1 − δ.

Possiamo immaginare uno spazio normato uniformemente convesso come uno spazio
normato la cui palla unitaria sia in un certo senso “tonda”. Più precisamente, si deve avere
che il punto medio di segmenti con estremi sul bordo della palla unitaria sia contenuto
nell’interno della palla unitaria.

Il risultato seguente collega una nozione geometrica, l’uniforme convessità, con una
nozione topologica, la riflessività. Premettiamo subito che il risultato non è invertibile, i
controesempi sono molteplici.

(1.11) Teorema Sia X uno spazio di Banach su K uniformemente convesso. Allora X
è riflessivo.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

2 Alcuni complementi sugli spazi di Legesgue

Iniziamo con alcune considerazioni di carattere generale.

(2.1) Proposizione Consideriamo (X, ∥ ∥) uno spazio normato su K, (xh) in X e
x ∈ X. I seguenti fatti sono equivalenti:

(a) xh → x in X,

(b) per ogni sottosuccessione (xhk
), esiste una sotto-sottosuccessione (xhkj

) tale che
xhkj

→ x in X.

Dimostrazione.
(a) =⇒ (b) Evidente.
(b) =⇒ (a) Supponiamo, per assurdo, che esista ε > 0 tale che per ogni k > 0 esista
hk ≥ k tale che ∥xhk

− x∥ > ε. Allora, per ogni sottosuccessione (xhkj
) di (xhk

), per ogni
j ∈ N, ∥xhkj

− x∥ > ε, ossia (xhkj
) non converge a x, assurdo.

(2.2) Proposizione Siano p ∈ [1,+∞[, k ∈ N tale che k ≥ 2 ed x1, . . . , xk ≥ 0. Si ha

(
k∑

i=1
xi

)p

≤ kp−1
k∑

i=1
xp

i .
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Dimostrazione. Si tratta di usare la convessità di {t 7→ tp} a più punti. Infatti,
k∑

i=1

1
k
xi è

una combinazione convessa di x1, . . . , xk essendo
k∑

i=1

1
k

= 1, quindi

(
k∑

i=1
xi

)p

=
(
k

k∑
i=1

1
k
xi

)p

= kp

(
k∑

i=1

1
k
xi

)p

≤ kp
k∑

i=1

1
k
xp

i = kp−1
k∑

i=1
xp

i .

Nel seguito U indicherà un generico sottoinsieme aperto di Rn.

(2.3) Teorema (disuguaglianza di interpolazione) Siano 1 ≤ q ≤ p ≤ r ≤ ∞ e
ϑ ∈ ]0, 1[ tali che

1
p

= ϑ

q
+ 1 − ϑ

r
.

Se u ∈ Lq(U) ∩ Lr(U), allora u ∈ Lp(U) e

∥u∥Lp(U) ≤ ∥u∥ϑ
Lq(U)∥u∥1−ϑ

Lr(U).

Dimostrazione. Vediamo solo il caso finito. Innanzitutto,
�

U

|u|pdLn =
�

U

|u|ϑp|u|(1−ϑ)pdLn

e per la disuguaglianza di Holder2

�
U

|u|pdLn ≤
(�

U

|u|qdLn

)ϑp
q
(�

U

|u|rdLn

) (1−ϑ)p
r

= ∥u∥ϑp
Lq(U)∥u∥(1−ϑ)p

Lr(U)

da cui la tesi.

(2.4) Teorema (disuguaglianza di Holder generalizzata)3 Consideriamo 1 ≤
p1, . . . , pN ≤ ∞. Sia 1 ≤ r ≤ ∞ tale che

1
r

= 1
p1

+ · · · + 1
pN

.4

2Essendo
1 = ϑp

q
+ (1 − ϑ)p

r
.

3Ma è strabiliante! Si potrebbe quasi dire che è over 9000. A parte le citazioni di DragonBall (e
parodie), si tratta della versione più generale della disuguaglianza di Holder valida per gli spazi normati
(Lp(U), ∥ ∥p).

4Di fatto r è completamente determinato dai p1, . . . , pN .
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Se f1 ∈ Lp1(U), . . . , fN ∈ LpN (U), allora f = f1 . . . fN ∈ Lr(U) e

∥f∥r ≤
N∏

i=1
∥fi∥pi

.

Dimostrazione. Supponiamo che per ogni k ∈ N tale che k < N valga la tesi. Mostriamo
che vale anche per N . Innanzitutto, a meno di riordinare gli indici ed il prodotto delle
fi, possiamo supporre p1 ≤ · · · ≤ pN . Se per ogni i = 1, . . . , N , pi = ∞, allora anche
r = ∞ e la tesi è evidente. Se invece esiste j ∈ N tale che 0 < j < N e pi = ∞ per
i = j + 1, . . . , N e pi < ∞ per i = 1, . . . , j, allora

1
r

= 1
p1

+ · · · + 1
pj

ed essendo j < N ,

�
U

|f |rdLn ≤
N∏

i=j+1
∥fi∥r

∞

�
U

j∏
i=1

|fi|rdLn ≤
N∏

i=j+1
∥fi∥r

∞

j∏
i=1

∥fi∥r
pi

=
(

N∏
i=1

∥fi∥pi

)r

da cui
∥f∥r ≤

N∏
i=1

∥fi∥pi
.

Se poi pN < ∞, allora per ogni i = 1, . . . , N − 1, pi < ∞ e quindi r < ∞. Ora,
evidentemente pN > r e quindi, per la disuguaglianza di Holder5,

�
U

|f |rdLn =
�

U

|fN |r
N−1∏
i=1

|fi|rdLn ≤
(�

U

|fN |pNdLn

) r
pN

(�
U

N−1∏
i=1

|fi|
pN r

pN −r dLn

) pN −r

pN

.

Ora, dal fatto che

N − 1 < N,
pNr

pN − r
> 1, pN − r

pNr
= 1
p1

+ · · · + 1
pN−1

,

possiamo applicare l’ipotesi induttiva forte e ottenere

�
U

N−1∏
i=1

|fi|
pN r

pN −r dLn ≤
N−1∏
i=1

(�
U

|fi|pidLn

) pN r
pN −r

pi .

5Quella classica, che applichiamo qui con esponente p = pN

r .
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Pertanto,

�
U

|f |rdLn ≤
(�

U

|fN |pNdLn

) r
pN

(
N−1∏
i=1

∥fi∥pi

)r

=
(

N∏
i=1

∥fi∥pi

)r

da cui la tesi.

(2.5) Osservazione È possibile estendere il Teorema (2.4) anche per r, p1, . . . , pN ∈ ]0, 1[.
Tuttavia si ricorda che in questo caso non abbiamo a che fare con delle norme in quanto
non vale la disuguaglianza triangolare, pertanto il Teorema (2.4) è di fatto la versione più
generale se si vuole lavorare con delle norme. In ogni caso la generalizzazione è diretta, lo
stesso enunciato può essere scritto per r, p1, . . . , pN ∈ ]0, 1[ intendendo appropriatamente
il simbolo ∥ ∥.

Presentiamo ora un criterio di compattezza per gli spazi di Lebesgue6.

(2.6) Notazione Per ogni x ∈ Rn, per ogni y ∈ Rn, indichiamo con

τy(f)(x) = f(x+ y)

la traslata di vettore y di una qualsiasi applicazione f .

(2.7) Teorema (di Kolmogorov–M. Riesz–Fréchet) Siano 1 ≤ p < ∞ ed F un
sottoinsieme di Lp(Rn). Se F è limitato e per ogni ε > 0, esiste δ > 0 tale che

∀ f ∈ F ,∀ y ∈ Rn : |y| < δ =⇒ ∥τy(f) − f∥p < ε

allora per ogni sottoinsieme misurabile Ω di Rn di misura finita, F|Ω è compatto in Lp(Ω).

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

(2.8) Corollario Siano 1 ≤ p < ∞ ed F un sottoinsieme di Lp(U). Se Ln(U) < +∞,
F è limitato e per ogni ε > 0, esiste δ > 0 tale che

∀ f ∈ F ,∀ y ∈ Rn : |y| < δ =⇒ ∥τy(f) − f∥p < ε

allora F è compatto in Lp(U).

Dimostrazione. Si tratta di una riscrittura del Teorema di Kolmogorov.
6Così come il Teorema di Ascoli–Arzelà per le funzioni continue su un compatto. In effetti la

dimostrazione richiede proprio l’uso del Teorema sopra citato.
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(2.9) Corollario Siano 1 ≤ p < ∞ ed F un sottoinsieme di Lp(Rn). Se F è limitato,
per ogni ε > 0, esiste δ > 0 tale che

∀ f ∈ F ,∀ y ∈ Rn : |y| < δ =⇒ ∥τy(f) − f∥p < ε

ed esiste un sottoinsieme limitato U di Rn misurabile tale che

∀ f ∈ F : ∥f∥Lp(Rn\U) < ε

allora F è compatto in Lp(Rn).

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

(2.10) Osservazione Il viceversa del Corollario (2.9) è anch’esso vero. Pertanto abbiamo
una caratterizzazione piena dei sottoinsiemi compatti di Lp(Rn).

Passiamo quindi ad alcune considerazioni sulla convergenza.

(2.11) Proposizione Supponiamo che Ln(U) < +∞ e 1 < p < ∞. Sia (fh) una
successione limitata in Lp(U). Se fh → f q.o. in U , allora per ogni q < p, fh → f in
Lq(U).

Dimostrazione. Dalla limitatezza di (fh) innanzitutto discende l’esistenza di K > 0 tale
che per ogni h ∈ N

∥fh∥p ≤ K.

Ora, per il Lemma di Fatou
�

U

|f(x)|pdLn(x) ≤ lim inf
h

�
U

|fh(x)|pdLn(x) = lim inf
h

∥fh∥p
p ≤ Kp

da cui f ∈ Lp(U). Mostriamo che per ogni q ∈ [1, p[

lim
h

�
U

|fh(x) − f(x)|qdLn(x) = 0.

Fissiamo M > 0 e prendiamo

Uh,M = { x ∈ U : |fh(x) − f(x)| < M } .

Ora,
�

U

|fh(x) − f(x)|qdLn(x) =
�

Uh,M

|fh(x) − f(x)|qdLn(x) +
�

U\Uh,M

|fh(x) − f(x)|qdLn(x),
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e per il Teorema della convergenza dominata7, a M fissato,

lim
h

�
Uh,M

|fh(x) − f(x)|qdLn(x) = 0.

Invece,
�

U\Uh,M

|fh(x) − f(x)|qdLn(x) =
�

U\Uh,M

|fh(x) − f(x)|p|fh(x) − f(x)|q−pdLn(x) ≤

≤ 1
Mp−q

�
U\Uh,M

|fh(x) − f(x)|pdLn(x) ≤ C

Mp−q
.

Allora, �
U

|fh(x) − f(x)|qdLn(x) ≤
�

Uh,M

|fh(x) − f(x)|qdLn(x) + C

Mp−q

e se h → +∞ �
U

|fh(x) − f(x)|qdLn(x) ≤ C

Mp−q
.

Se ora M → +∞ otteniamo la tesi.

(2.12) Definizione Siano µ una misura esterna su Rn ed E ⊆ Rn misurabile. Siano
(fh) una successione di applicazioni misurabili da E in R ed f : E → R misurabile.
Diciamo che fh converge quasi uniformemente a f in E se per ogni ε > 0 esiste Eε ⊆ E

tale che

µ(E \ Eε) < ε, lim
h

∥fh − f∥L∞(Eε,µ) = 0.

Chiaramente, la convergenza quasi uniforme implica la convergenza q.o. in E. Nel
caso di misura finita, il seguente risultato realizza l’implicazione contraria.

(2.13) Teorema (di Severini–Egorov) Siano µ una misura esterna su Rn ed E ⊆ Rn

misurabile tale che µ(E) < +∞. Sia (fh) una successione di applicazioni misurabili da E
in R. Se fh → f q.o. in E, allora fh → f quasi uniformemente in E.

7Indichiamo con gh(x) = |fh(x) − f(x)|qχUh,M
,

gh → 0 q.o. in U |gh| ≤ Mq ∈ L1(U)

in quanto Ln(U) < +∞.
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Dimostrazione. Sia N ⊆ E tale che µ(N) = 0 e fn → f puntualmente in E \ N . Per
ogni k ∈ N consideriamo la successione crescente (A(k)

m ) di sottoinsiemi di E tali che

A(k)
m =

⋂
n≥m

{
x ∈ E \N : |fn(x) − f(x)| ≤ 1

k + 1

}
.

Chiaramente, fissato k ∈ N ⋃
m∈N

A(k)
m = E \N.

Siccome siamo in misura finita, a k ∈ N fissato, µ(A(k)
m ) → µ(E), per ogni ε > 0 esiste

mk tale che µ(E \ A(k)
mk

) ≤ ε
2k+2 e

∀ x ∈ A(k)
mk
,∀ n ≥ mk : |fn(x) − f(x)| ≤ 1

k + 1 .

Posto
Eε =

⋂
k∈N

A(k)
mk
,

allora
lim

h
∥fh − f∥L∞(Eε,µ) = 0

e
µ(E \ Eε) ≤

∞∑
k=0

ε

2k+2 = ε

2 < ε,

da cui la tesi.

In generale, se togliamo l’ipotesi di misura finita, tuttavia, il risultato non è più vero.

(2.14) Esempio Sia E = R+. Allora L1(E) = +∞. Consideriamo

fh(x) = χ]h,h+1[(x).

Evidentemente fh(x) → 0. Supponiamo per assurdo valga il Teorema di Severini–Egorov,
allora per ogni ε > 0, esiste Eε ⊆ R+ tale che L1(R+ \ Eε) < ε e

lim
h

∥fh∥L∞(Eε) = 0.

Allora, definitivamente in h,
Eε ∩ ]h, h+ 1[ = ∅,

quindi Eε limitato. Allora L1(R+ \ Eε) = +∞, assurdo.
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(2.15) Osservazione Mediante il Teorema di Severini–Egorov, possiamo costruire una
diversa dimostrazione della Proposizione (2.11).

Per il Teorema di Severini–Egorov, per ogni ε > 0, esiste Uε tale che Ln(U \Uε) < ε e

lim
h

∥fh − f∥L∞(Uε) = 0.

Ora, per la disuguaglianza di Holder,
�

U

|fh(x) − f(x)|qdLn(x) =
�

Uε

|fh(x) − f(x)|qdLn(x) +
�

U\Uε

|fh(x) − f(x)|qdLn(x) ≤

≤ ∥fh − f∥q
L∞(Uε)L

n(Uε)+

+ Ln(U \ Uε))
p−q

p

(�
U\Uε

|fh(x) − f(x)|pdLn(x)
) q

p

<

< ∥fh − f∥q
L∞(Uε)L

n(U) + Ĉε
p−q

p

Ora, passando prima al limite per h → +∞ e poi per ε → 0 si ottiene la tesi.

(2.16) Definizione Siano µ una misura esterna su Rn ed E ⊆ Rn misurabile. Siano (fh)
una successione di applicazioni misurabili da E in R ed f : E → R misurabile. Diciamo
che fh converge in misura a f , e lo indichiamo con fh

µ→ f se, per ogni ε > 0, detto

Eε = {x ∈ U : |fh(x) − f(x)| > ε} ,

risulta
lim

h
µ(Eε) = 0.

(2.17) Proposizione Siano µ una misura esterna su Rn ed E ⊆ Rn misurabile. Siano
(fh) una successione di applicazioni misurabili da E in R ed f : E → R misurabile. Se
fh

µ→ f , allora esiste (fhk
) tale che fhk

→ f q.o. in E.

Dimostrazione. Per ogni k ∈ N, esiste nk tale che

µ
({
x ∈ E : |fn(x) − f(x)| > 1

k

})
≤ 1
k2 .

Siano
Ak =

{
x ∈ E : |fn(x) − f(x)| > 1

k

}
e

A =
⋂

m∈N

⋃
k≥m

Ak.
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La tesi segue dal fatto che µ(A) ≤
∞∑

k=m

1
k2 → 0 e fnk

(x) → f(x) in E \ A in quanto

E \ A =
⋃

m∈N

⋂
k≥m

{
x ∈ E : |fnk

(x) − f(x)| ≤ 1
k

}
.

(2.18) Proposizione Siano µ una misura esterna su Rn ed E ⊆ Rn misurabile tale
che Ln(E) < +∞. Siano (fh) una successione di applicazioni misurabili da E in R ed
f : E → R misurabile. Se fh → f q.o. in E, allora fh

µ→ f .

Dimostrazione. Fissiamo ε > 0. Per il Teorema di Severini–Egorov, per ogni δ > 0 esiste
Eδ ⊆ E tale che

µ(E \ Eδ) < δ, lim
h

∥fh − f∥L∞(Eδ,µ) = 0.

In particolare, esiste nε tale che per ogni h ≥ nε e per ogni x ∈ Eδ

|fh(x) − f(x)| < ε.

Allora, per h ≥ nε

µ ({x ∈ E : |fh(x) − f(x)| > ε}) ≤ µ ({x ∈ Eδ : |fh(x) − f(x)| > ε}) +

+ µ ({x ∈ E \ Eδ : |fh(x) − f(x)| > ε}) ≤

≤ µ(∅) + µ(E \ Eδ) < δ.

(2.19) Proposizione Siano 1 ≤ p < ∞ e (fh) una successione in Lp(U, µ). Se

lim
h

∥fh − f∥p = 0

allora fh
µ→ f .

Dimostrazione. Siccome
�

U

|fh − f |pdµ ≥
�

Eε

|fh − f |pdµ > εpµ(Eε),

fissato ε, se h → +∞ risulta che µ(Eε) → 0.
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(2.20) Esempio Sia 1 < p < ∞. Consideriamo la successione definita da fh : R+ → R
tale che

fh(x) = hχ]0, 1
h [(x).

Evidentemente fh → 0 q.o. ma
�
R+

|fh|pdL1 = hp−1

per cui fh non converge in Lp(R+). Tuttavia

L1
({
x ∈ R+ : fh(x) > ε

})
= L1

({
x ∈ R+ : hχ]0, 1

h [(x) > ε
})

≤ L1
(]

0, 1
h

[)
= 1
h

per cui fh
L1
→ 0.

Vediamo ora di completare la panoramica sulle proprietà degli spazi di Lebesgue.

(2.21) Teorema (Disuguaglianze di Clarkson) Sia p ∈ [1,∞[. Siano E ⊆ Rn

misurabile ed f, g ∈ Lp(E). Valgono i seguenti fatti:

(a) se p ≥ 2,
∥∥∥∥∥f + g

2

∥∥∥∥∥
p

p

+
∥∥∥∥∥f − g

2

∥∥∥∥∥
p

p

≤ 1
2
(
∥f∥p

p + ∥g∥p
p

)
(Disuguaglianza di Clarkson I)

(b) se 1 ≤ p < 2,

∥∥∥∥∥f + g

2

∥∥∥∥∥
p′

p

+
∥∥∥∥∥f − g

2

∥∥∥∥∥
p′

p

≤
(1

2∥f∥p
p + 1

2∥g∥p
p

) 1
p−1

(Disuguaglianza di Clarkson II)

Dimostrazione.
(a) Mostriamo innanzitutto che per ogni x, y ≥ 0

(2.22) xp + yp ≤ (x2 + y2)
p
2 .

Se y = 0, la disuguaglianza è evidentemente vera. Supponiamo quindi y ≠ 0 e studiamo
la veridicità di (

x

y

)p

+ 1 ≤

(x
y

)2

+ 1


p
2
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o, equivalentemente (introducendo z = x
y
), di

zp + 1 ≤ (z2 + 1)
p
2 .

Posto φ(z) = (z2 + 1) p
2 − zp − 1, è sufficiente mostrare che φ(z) ≥ 0 per z ≥ 0. Grazie al

fatto che p ≥ 2,
φ′(z) = p

(
z(z2 + 1)

p−2
2 − zp−1

)
≥ 0.

La funzione φ è dunque crescente e, dato che φ(0) = 0, ne deduciamo che φ(z) ≥ 0 per
ogni z ≥ 0.

Siano ora x =
∣∣∣a+b

2

∣∣∣, y =
∣∣∣a−b

2

∣∣∣, con a, b ∈ R. Allora applicando (2.22), otteniamo

∣∣∣∣∣a+ b

2

∣∣∣∣∣
p

+
∣∣∣∣∣a− b

2

∣∣∣∣∣
p

≤

∣∣∣∣∣a+ b

2

∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣∣a− b

2

∣∣∣∣∣
2


p
2

=
(1

2a
2 + 1

2b
2
) p

2
≤ 1

2 (ap + bp) ,

dove l’ultima maggiorazione è giustificata dalla convessità dell’applicazione t 7→ t
p
2 su

t ≥ 0, essendo p ≥ 2.
Non resta che porre a = f(x) e b = g(x) e integrare ambo i membri per ottenere la

disuguaglianza cercata.
(b) Omettiamo la dimostrazione.

(2.23) Teorema Siano p ∈ [2,∞[ ed E ⊆ Rn misurabile. Allora Lp(E) è riflessivo.

Dimostrazione. Mostriamo che Lp(E) è uniformemente convesso; fatto questo, la tesi
discende da (1.11). Siano ε > 0 e f, g ∈ Lp(E) tali che ∥f∥p, ∥g∥p ≤ 1 e ∥f − g∥p > ε.
Per la prima disuguaglianza di Clarkson,∥∥∥∥∥f + g

2

∥∥∥∥∥
p

p

≤ 1
2
(
∥f∥p

p + ∥g∥p
p

)
− 1

2p
∥f − g∥p

p < 1 − εp

2p
.

Allora
∥∥∥∥∥f + g

2

∥∥∥∥∥
p

<
(

1 − εp

2p

) 1
p

= 1 − 1 +
(

1 − εp

2p

) 1
p

= 1 −

1 −
(

1 − εp

2p

) 1
p

 .

Ponendo δ = 1 −
(
1 − εp

2p

) 1
p > 0 e osservando che non dipende da f, g, si conclude la

dimostrazione.

Per completare il quadro e dimostrare che anche gli spazi Lp con 1 < p < 2 sono
riflessivi, operiamo ora per dualità, come mostrato nel seguente Teorema.
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(2.24) Teorema Siano p ∈ ]1, 2[ ed E ⊆ Rn misurabile. Allora Lp(E) è riflessivo.

Dimostrazione. Innanzitutto, se p ∈ ]1, 2[ allora p′ ∈ ]2,∞[, sicché Lp′(E) è riflessivo.
Di conseguenza, anche

(
Lp′(E)

)′
è riflessivo per (??). Consideriamo poi l’applicazione

lineare T : Lp(E) →
(
Lp′(E)

)′
tale che per ogni u ∈ Lp(E), per ogni f ∈ Lp′(E),

⟨Tu, f⟩ =
�

E

f(x)u(x)dLn(x).

Risulta, dalla disuguaglianza di Hölder, che

|⟨Tu, f⟩| ≤ ∥u∥p∥f∥p′

da cui ∥Tu∥(Lp′ (E))′ ≤ ∥u∥p. D’altro canto, se ∥u∥p = 0, allora anche ∥Tu∥(Lp′ (E))′ = 0;
se invece ∥u∥p > 0, allora prendendo

f0(x) = |u(x)|p−2u(x)
∥u∥p−1

p

,

risulta |⟨Tu, f0⟩| = ∥u∥p, da cui segue che

∥Tu∥(Lp′ (E))′ = sup
{
|⟨Tu, f⟩| : f ∈ Lp′(E) , ∥f∥p′ ≤ 1

}
≥ |⟨Tu, f0⟩| = ∥u∥p.

Se ne deduce che ∥Tu∥(Lp′ (E))′ = ∥u∥p, ovvero T è un’isometria.

Dal fatto che T è un’isometria, si verifica facilmente che T (Lp(E)) ≤
(
Lp′(E)

)′
chiuso.

Allora, per (??), T (Lp(E)) è riflessivo.

(2.25) Osservazione Tramite la seconda disuguaglianza di Clarkson si può ottenere
una dimostrazione alternativa del Teorema precedente.

Vediamo ora di andare a studiare la rappresentazione di forme lineari e continue di
Lp.

(2.26) Lemma (di caratterizzazione topologica della densità) Siano X uno spazio
di Banach su K e Y ≤ X. I seguenti fatti sono equivalenti:

(a) Y = X, cioè Y è denso in X,

(b) per ogni φ ∈ X ′

(⟨φ, y⟩ = 0 per ogni y ∈ Y ) =⇒ φ = 0.
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Dimostrazione.
(a) =⇒ (b) Sia x ∈ X. Per densità esiste (yj) in Y tale che yj → x. Per ogni φ ∈ X ′, per
continuità,

⟨φ, x⟩ = ⟨φ, lim
j
yj⟩ = lim

j
⟨φ, yj⟩ = lim

j
0 = 0.

(b) =⇒ (a) Omettiamo la dimostrazione.

(2.27) Teorema Siano p ∈ ]1,∞[ ed E ⊆ Rn misurabile. Allora (Lp(E))′ ∼= Lp′(E).

Dimostrazione. Consideriamo l’applicazione lineare T : Lp′(E) → (Lp(E))′ tale che per
ogni u ∈ Lp′(E), per ogni f ∈ Lp(E)

⟨Tu, f⟩ =
�

E

f(x)u(x)dLn(x).

Con passaggi analoghi a quelli eseguiti nel Teorema (2.24), possiamo verificare che T è
un’isometria e che T (Lp′(E)) ≤ (Lp(E))′ chiuso. Mostriamo che T è anche suriettiva.

Sia φ ∈ (Lp(E))′′ e supponiamo che per ogni f ∈ Lp′(E) valga

⟨φ, Tf⟩ = 0.

Per riflessività di (Lp(E))′′ esiste g ∈ Lp(E) tale che φ = Jg e quindi, per definizione di
iniezione canonica,

⟨φ, Tf⟩ = ⟨Jg, Tf⟩ = ⟨Tf, g⟩ =
�

E

f(x)g(x)dLn(x) = 0

per ogni f ∈ Lp′(E). In particolare
�

E

f(x)g(x)dLn(x) = 0

per ogni f ∈ C∞
c (E), da cui g = 0 q.o. Ciò significa che anche φ = 0 e, per il Lemma

di caratterizzazione topologica della densità, T (Lp′(E)) è denso in X. Dal fatto che
T (Lp′(E)) è chiuso, si conclude la suriettività, ovvero che

T (Lp′(E)) = (Lp(E))′ ,

da cui la tesi.

(2.28) Teorema Sia E ⊆ Rn misurabile. Allora (L1(E))′ ∼= L∞(E).
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Dimostrazione. Sia φ : L1(E) → R lineare e continua. Mostriamo che esiste un’unica
u ∈ L∞(E) tale che

⟨φ, f⟩ =
�

E

f(x)u(x)dLn(x).

Sia (Eh) una successione di sottoinsiemi misurabili di E tali che

E =
∞⋃

h=1
Eh,

Ln(Eh) < +∞ e E0 = ∅ e costruiamo una funzione ϑ ∈ L2(E) tale che per ogni h ∈ N\{0}
esiste εh > 0 per cui ϑ|Eh

≥ εh. Per fare ciò è sufficiente porre

ϑ|E1 = α1,

ϑ|Ei\Ei−1 = αi per ogni i > 1,

dove, per ogni j ∈ N \ {0},

αj ≤ (Ln (Ej \ Ej−1))− 1
2

jβ

con β > 1
2 , di modo che

�
E

ϑ2(x)dLn(x) =
�
⋃∞

j=1 Ej

ϑ2(x)dLn(x)

=
∞∑

j=1

�
Ej\Ej−1

ϑ2(x)dLn(x)

=
∞∑

j=1
α2

jLn (Ej \ Ej−1)

=
∞∑

j=1

1
j2β

< +∞.

Consideriamo ora l’applicazione
L

2(E) → R

f 7−→ ⟨φ, ϑf⟩
,

ben definita in quanto ϑ, f ∈ L2(E). Per il Teorema di F. Riesz esiste v ∈ L2(E) tale che
per ogni f ∈ L2(E)

(2.29) ⟨φ, ϑf⟩ =
�

E

f(x)v(x)dLn(x).
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Sia u = v
ϑ
. Effettuando la scelta f = χh

g
ϑ

in (2.29) con g ∈ L∞(E) e χh = χEh
, e

osservando che la scelta è effettivamente ammissibile, risulta che per ogni h ∈ N

(2.30) ∀ g ∈ L∞(E) : ⟨φ, χhg⟩ =
�

E

χh(x)g(x)u(x)dLn(x).

Mostriamo che u ∈ L∞(E). Consideriamo C > ∥φ∥(L1(E))′ ,

A = {x ∈ E : |u(x)| ≥ C}

e, scegliendo g = χA
u

|u| ∈ L∞(E) in (2.30), osserviamo che

⟨φ, χhχA
u

|u|
⟩ =

�
E

u(x)χh(x)χA(x) u(x)
|u(x)|dL

n(x) =
�

E

|u(x)|χA∩Eh
(x)dLn(x)

≥ CLn(A ∩ Eh).

D’altra parte,

⟨φ, χhχA
u

|u|
⟩ = ⟨φ, χA∩Eh

u

|u|
⟩ ≤ ∥φ∥(L1(E))′

∥∥∥∥∥χA∩Eh

u

|u|

∥∥∥∥∥
1

= ∥φ∥(L1(E))′Ln (A ∩ Eh) ,

così che

CLn(A ∩ En) ≤
�

E

|u(x)|χA∩Eh
dLn(x) ≤ ∥φ∥(L1(E))′Ln (A ∩ Eh) .

Dato che C > ∥φ∥(L1(E))′ , deduciamo che Ln (A ∩ Eh) = 0. Dall’arbitrarietà di h, risulta
che Ln (A) = 0. Quindi |u(x)| < C q.o. in E, ovvero u ∈ L∞(E).

Mostriamo infine che per ogni f ∈ L1(E)

(2.31) ⟨φ, f⟩ =
�

E

f(x)u(x)dLn(x).

Per fare ciò consideriamo l’operatore T : L1(E) → L∞(E) definito da

Thf(x) =


−h se f(x) ≤ −h,

f(x) se |f(x)| ≤ h,

h se f(x) ≥ h,
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e comunemente detto troncatura h-esima di f . Sostituendo nella (2.30) otteniamo

(2.32) ⟨φ, χhThf⟩ =
�

E

χh(x)Thf(x)u(x)dLn(x).

A questo punto, per h → +∞, χh(x)Thf(x) → f(x) q.o. in E e

|χh(x)Thf(x)| ≤ |Thf(x)| ≤ |f(x)| ∈ L1(E),

così che per il Teorema della convergenza dominata χhThf → f in L1(E). Possiamo
quindi passare al limite nella (2.32) e ottenere (2.31).

Supponiamo ora esista un’altra ũ ∈ L∞(E) tale che per ogni f ∈ L1(E)

⟨φ, f⟩ =
�

E

f(x)ũ(x)dLn(x).

Allora per ogni f ∈ L1(E) vale
�

E

f(x)ũ(x)dLn(x) =
�

E

f(x)u(x)dLn(x),

ovvero �
E

(u(x) − ũ(x))f(x)dLn(x) = 0.

In particolare, la condizione sopra scritta vale per ogni f ∈ C∞
c (E), così che u− ũ = 0

q.o in E, da cui l’unicità.

(2.33) Corollario Siano E ⊆ Rn misurabile, φ : L1(E) → R lineare e continua e sia
u ∈ L∞(E) la rappresentazione di φ nel senso del Teorema (2.28). Allora

∥φ∥(L1(E))′ = ∥u∥∞.

Dimostrazione. Innanzitutto, per ogni f ∈ L1(E)

|⟨φ, f⟩| =
�

E

f(x)u(x)dLn(x) ≤ ∥u∥∞∥f∥1

da cui ∥φ∥(L1(E))′ ≤ ∥u∥∞.
Viceversa, dato C > ∥φ∥(L1(E))′ , con passaggi analoghi a quelli del Teorema (2.28),

possiamo affermare che ∥u∥∞ ≤ C. Scelto quindi C = ∥φ∥(L1(E))′ + 1
h
, con h ∈ N \ {0},

passando al limite per h → +∞ otteniamo ∥u∥∞ ≤ ∥φ∥(L1(E))′ , da cui la tesi.
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(2.34) Proposizione Sia E ⊆ Rn misurabile. Allora L1(E) ↪→ (L∞(E))′.

Dimostrazione. Sia f ∈ L1(E). Consideriamo l’applicazione lineare ψ : L∞(E) → R
definita come

ψ(g) =
�

E

f(x)g(x)dLn(x).

Si vede facilmente che
|ψ(g)| ≤ ∥f∥1∥g∥∞,

così che ψ è continua e di conseguenza ψ ∈ (L∞(E))′. L’identificazione è quindi fornita
dall’applicazione f 7→ ψ. Tuttavia, essa non è suriettiva.

Infatti, si consideri ξ ∈ E e si definisca l’applicazione T : (Cb(E), ∥·∥∞) → R come

⟨T, f⟩ = f(ξ).

Essa è ben definita, lineare e tale che

|⟨T, f⟩| = |f(ξ)| ≤ max
E

|f | = ∥f∥∞,

quindi continua. Siccome Cb(E) ≤ L∞(E), per il Teorema di Hahn – Banach (forma
analitica) esiste T : L∞(E) → R lineare e continua tale che

T|Cb(E) = T.

Evidentemente T ∈ (L∞(E))′. Se, per assurdo, esistesse g̃ ∈ L1(E) tale che T = ψ(g̃),
allora si avrebbe

⟨T, f⟩ =
�

E

f(x)g̃(x)dLn(x)

per ogni f ∈ L∞(E). Se f ∈ C∞
c (E \ {ξ}), allora f ∈ Cb(E) e f(ξ) = 0; ne segue che

�
E

f(x)g̃(x)dLn(x) = ⟨T, f⟩ = f(ξ) = 0,

da cui g̃(x) = 0 per q.o. x ∈ E \ {ξ}, ovvero g̃(x) = 0 per q.o. x ∈ E. Allora T = 0, ma
T|Cb(E) = T ̸= 0, da cui l’assurdo. Pertanto l’inclusione è stretta, ovvero

ψ(L1(E)) ⊊ (L∞(E))′.
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3 Convergenza debole in spazi di Banach

(3.1) Definizione Siano X uno spazio di Banach su K e (xh) una successione in X.
Diciamo che xh converge debolmente a x ∈ X, e lo indichiamo con xh ⇀ x, se per ogni
φ ∈ X ′

lim
h

⟨φ, xh⟩ = ⟨φ, x⟩

(3.2) Proposizione Siano X uno spazio di Banach su K e (xh) una successione in X

ed x ∈ X tale che xh ⇀ x in X. Allora

∥x∥ ≤ lim inf
h

∥xh∥.

Dimostrazione. Innanzitutto,

∥x∥ = sup { |⟨φ, x⟩| : φ ∈ X ′, ∥φ∥ ≤ 1 } .

Inoltre,
|⟨φ, xh⟩| ≤ ∥φ∥∥xh∥

e passando al lim inf, sfruttando la continuità

|⟨φ, x⟩| = lim inf
h

|⟨φ, xh⟩| ≤ lim inf
h

∥φ∥∥xh∥

e passando al sup per ∥φ∥ ≤ 1 otteniamo la tesi.

(3.3) Proposizione Siano X uno spazio di Banach su K e (xh) una successione in X.
Se esiste x ∈ X tale che xh ⇀ x in X, allora x è unico.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

(3.4) Proposizione Siano X uno spazio di Banach su K e (xh) una successione in X.
Se esiste x ∈ X tale che xh → x in X, allora xh ⇀ x in X.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

(3.5) Proposizione Siano X uno spazio di Banach su K e (xh) una successione in X

limitata. Se xh converge debolmente a qualche x ∈ X, allora (xh) è limitata.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.
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Il seguente è un analogo del Teorema di Bolzano–Weierstrass.

(3.6) Teorema (di Eberlein–Smulian) Sia X uno spazio di Banach su K. X è
riflessivo se e solo se ogni successione (xh) in X limitata ammette una sottosuccessione
debolmente convergente.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

(3.7) Definizione Siano X uno spazio di Banach su K e (φh) una successione in X ′.
Diciamo che φh converge debolmente*, e lo indichiamo con φh

∗
⇀ φ se per ogni x ∈ X

⟨φh, x⟩ → ⟨φ, x⟩ .8

(3.8) Proposizione Siano X uno spazio normato separabile su K e (φh) una successione
in X ′ limitata. Allora esistono φ ∈ X ′ ed una sottosuccessione (φhk

) tali che φhk

∗
⇀ φ.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

Veniamo al notevole caso degli spazi di Lebesgue.

(3.9) Osservazione Se X = Lp(U), con 1 ≤ p < ∞. Dal fatto che (Lp(U))′ ∼= Lp′(U),
per ogni φ ∈ (Lp(U))′, esiste g ∈ Lp′(U) tale che

⟨φ, f⟩ =
�

U

fgdLn.

Allora fh ⇀ f se e solo se per ogni g ∈ Lp′(U)

lim
h

�
U

fhgdLn =
�

U

fgdLn.

(3.10) Proposizione Sia p ∈ ]1,∞[. Sia (fh) una successione in Lp(U) tale che fh → f

q.o. in U e fh ⇀ g in Lp(U). Allora g = f q.o. in U .

Dimostrazione. Innanzitutto, siccome fh ⇀ g, risulta che (fh) è limitata e per ogni
u ∈ C∞

c (U) �
U

fhudLn →
�

U

gudLn.

8Praticamente è una convergenza puntuale.
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Ora, siccome di fatto integriamo solo sul supporto di u, per la Proposizione (2.11), per
ogni q < p, fhu → fu in Lq(U). Siccome la convergenza forte implica quella debole,
fhu ⇀ fu in Lq(U), e quindi, a meno di rinominazioni, per ogni u ∈ C∞

c (U)
�

U

fhudLn →
�

U

fudLn.

A questo punto, per l’unicità del limite, deve essere per ogni u ∈ C∞
c (U)

�
U

gudLn =
�

U

fudLn

ossia �
U

(g − f)udLn = 0

e quindi, per il Lemma di Du Bois-Reymond, g = f q.o. in U .

(3.11) Osservazione Consideriamo una successione (uh) in Lp(U) limitata.

• se 1 < p < ∞, Lp(U) è riflessivo quindi per il Teorema di Eberlein–Smulian esistono
u ∈ Lp(U) e una sottosuccessione uhk

tali che per ogni φ ∈ Lp′(U)
�

U

uhk
φdLn →

�
U

uφdLn

• se p = ∞, siccome L∞(U) ∼= (L1(U))′, consideriamo T : L∞(U) → (L1(U))′ tale
che

⟨Tuh, φ⟩ =
�

U

uhφdLn.

Essendo L1(U) separabile, dalla Proposizione (3.8) esistono G ∈ (L1(U))′ ed Tuhk

tali che per ogni φ ∈ L1(U)

⟨Tuhk
, φ⟩ → ⟨G,φ⟩

ma deve essere G = Tu per qualche u ∈ L∞(U) e quindi per ogni φ ∈ L1(U)
�

U

uhk
φdLn →

�
U

uφdLn

• se p = 1, esiste T : L1(U) →
(
C(U)

)′
tale che per ogni g ∈ C(U),

⟨Tuh, g⟩ =
�

U

uhgdLn.
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Essendo C(U) separabile, per la Proposizione (3.8), esiste G ∈
(
C(U)

)′
ed una

sottosuccessione (uhk
) tali che per ogni g ∈ C(U)

�
U

uhk
gdLn → ⟨G, g⟩ .

A questo punto, esiste una ed una sola misura di Radon ν9 tale che

⟨G, g⟩ =
�

U

gdν

e quindi per ogni g ∈ C(U)
�

U

uhk
gdLn →

�
U

gdν.

(3.12) Proposizione Sia E ⊆ Rn misurabile. Allora L1(E) non è riflessivo.

Dimostrazione. Consideriamo innanzitutto (Uj) una successione decrescente di aperti di
E tale che Ln(Uj) → 0 e per ogni j ∈ N

uj =
χUj

∥χUj
∥L1(E)

.

Chiaramente, ∥uj∥L1(E) = 1, quindi (uj) è limitata in L1(E). Se, per assurdo, L1(E)
fosse riflessivo, allora, per il Teorema di Eberlein–Smulian, esisterebbero (ujk

) in L1(E)
ed u ∈ L1(E) tali che ujk

⇀ u in L1(E). In altre parole, per ogni ψ ∈ L∞(E)
�

E

ujk
ψdLn →

�
E

uψdLn.

Per ogni h ∈ N si ha χUh
∈ L∞(E), quindi

�
E

ujk
χUh

dLn →
�

E

uχUh
dLn,

ma χUjk
χUh

= χUjk
∩Uh

, perciò, essendo anche (Ujk
) decrescente, per ogni h ∈ N esiste

k ∈ N tale che per ogni k ≥ k si abbia χUjk
χUh

= χUjk
. Allora

�
E

ujk
χUh

dLn → 1

9Omettiamo la dimostriazione di questo fatto.
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e, per unicità del limite, �
E

uχUh
dLn = 1.

Ora, però,
lim

h
∥χUh

∥L1(E) = lim
h

Ln(Uh) = 0,

quindi χUh
→ 0 in L1(E). A meno di sottosuccessioni, per le proprietà degli spazi

di Lebesgue, χUh
→ 0 q.o. in L1(E). In particolare, uχUh

→ 0 q.o. in L1(E) e
uχUh

≤ u ∈ L1(E) per cui, applicando il Teorema della convergenza dominata,

lim
h

�
E

uχUh
dLn = 0,

da cui l’assurdo.

Riepilogo proprietà degli Spazi di Lebesgue

Sia E un sottoinsieme misurabile di Rn. Possiamo così riepilogare le proprietà di
(Lp(E), ∥ ∥p).

p = 1 1 < p < ∞ p = ∞
Spazio di Banach � � �

Spazio di Banach separabile � �

Spazio di Banach riflessivo �

4 Approssimazione polinomiale di funzioni continue

Il seguente risultato è stato dimostrato da Karl Weierstrass nel 1855.

(4.1) Teorema (di approssimazione di Weierstrass) Siano a, b ∈ R, con a < b, ed
f : [a, b] → R un’applicazione continua. Allora esiste una successione di polinomi (ph)
tale che ph → f uniformemente su [a, b].

Dimostrazione. Innanzitutto, a meno di una traslazione ed un riscalamento possiamo
supporre [a, b] = [0, 1]. Inoltre, senza perdita di generalità possiamo supporre che
f(0) = f(1) = 0.10 Possiamo inoltre, a meno di un prolungamento continuo, pensare che
f = 0 fuori da [0, 1]. In particolare, f è uniformemente continua.

10Consideriamo l’applicazione

f̃(x) = f(x) − f(0) − x(f(1) − f(0)).
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Consideriamo il polinomio Qn tale che

Qn(x) = cn(1 − x2)n,

dove cn ∈ R tale che � 1

−1
QndL1 = 1.

In particolare, siccome (1 − x2)n ≥ 1 − nx2 su [0, 1],11

� 1

−1
(1 − x2)ndx = 2

� 1

0
(1 − x2)ndx ≥ 2

� 1√
n

0
(1 − x2)ndx ≥ 2

� 1√
n

0
(1 − nx2)dx =

= 4
3
√
n
>

1√
n
,

quindi cn <
√
n. Inoltre, dato δ ∈ ]0, 1[, su [−1,−δ] ∪ [δ, 1]

Qn(x) <
√
n(1 − δ2)n,

quindi Qn → 0 uniformemente su [−1,−δ] ∪ [δ, 1].

Consideriamo l’applicazione pn : [0, 1] → R tale che

pn(x) =
� 1

−1
f(x+ t)Qn(t)dt.

Innanzitutto, siccome f è nulla fuori da [0, 1],

pn(x) =
� 1−x

−x

f(x+ t)Qn(t)dt =
� 1

0
f(t)Qn(t− x)dt,

ossia pn è un polinomio in x. Sia M = max f . Per ogni ε > 0, sia δ > 0 tale che per
ogni x, y ∈ [0, 1] con |x− y| < δ, si abbia |f(x) − f(y)| < ε

2 . Senza perdita di generalità
possiamo supporre δ < 1. A questo punto, per ogni x ∈ [0, 1], se t ∈ ]−δ, δ[ si ha

Chiaramente, f̃ realizza l’ipotesi richiesta. Se dimostriamo che la tesi vale per f̃ , essendo quest’ultima f
privata di un polinomio, allora sarà vera anche per f . Non è restrittivo considerare quindi fin da subito
f con l’ipotesi menzionata.

11Sia u : [0, 1] → R tale che
u(x) = (1 − x2)n − 1 + nx2.

Sicuramente u è continua su [0, 1] e derivabile su ]0, 1[. Inoltre u(0) = 0 e

u′(x) = −2nx(1 − x2)n−1 + 2nx = 2nx(1 − (1 − x2)n−1) ≥ 0,

quindi u(x) ≥ 0.
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|x+ t− x| = |t| < δ, allora

|pn(x) − f(x)| ≤
� 1

−1
|f(x+ t) − f(x)|Qn(t)dt =

� −δ

−1
|f(x+ t) − f(x)|Qn(t)dt+

+
� δ

−δ

|f(x+ t) − f(x)|Qn(t)dt+
� 1

δ

|f(x+ t) − f(x)|Qn(t)dt <

< 2M
� −δ

−1
QndL1 + ε

2

� δ

−δ

QndL1 + 2M
� 1

δ

QndL1 ≤

≤ 2M
(� −δ

−1
QndL1 +

� 1

δ

QndL1
)

+ ε

2

� 1

−1
QndL1 =

= 2M
(� −δ

−1
QndL1 +

� 1

δ

QndL1
)

+ ε

2

e, per il fatto che Qn → 0 uniformemente su [−1,−δ] ∪ [δ, 1], esiste N > 0 tale che per
ogni n ≥ N si abbia Qn ≤ ε

8M
su [−1,−δ] ∪ [δ, 1], da cui

|pn(x) − f(x)| < ε,

quindi pn → f uniformemente su [0, 1], da cui la tesi.

(4.2) Esempio Consideriamo f : [0, 1] → R continua tale che per ogni n ∈ N

� 1

0
f(x)xndx = 0.

Mostriamo che f = 0.
Innanzitutto, per linearità, per ogni polinomio p

� 1

0
fpdL1 = 0.

Ora, per il Teorema di approssimazione di Weierstrass, esiste (ph) tale che ph → f

uniformemente su [0, 1], quindi

� 1

0
f 2dL1 = lim

h

� 1

0
fphdL1 = lim

h
0 = 0,

da cui, essendo f continua, f = 0.

Miriamo ora a presentare la generalizzazione del risultato di Weierstrass proposta da
Mashall Stone nel 1937: a malincuore dobbiamo parlare di algebre.
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(4.3) Definizione Consideriamo (X, ∥ ∥) uno spazio normato su R ed E ⊆ X. Diciamo
che A ⊆ Cb(E;Rn) è un’algebra (su R) se valgono i seguenti fatti:

(a) se f, g ∈ A, allora f + g ∈ A,

(b) se f, g ∈ A, allora fg ∈ A,

(c) se k ∈ R e f ∈ A, allora kf ∈ A.

(4.4) Lemma Consideriamo (X, ∥ ∥) uno spazio normato su R ed E ⊆ X. Se A ⊆
Cb(E;Rn) è un’algebra, allora A è un’algebra.

Dimostrazione. Siano f, g ∈ A e k ∈ R. Esistono (fh), (gh) in A ⊆ Cb(E;Rn) tali
che fh → f , gh → g uniformemente su E. Essendo Cb(E;Rn) chiuso in B(E;Rn), ne
deduciamo che f, g ∈ Cb(E;Rn). A questo punto, chiaramente fh+gh → f+g e kfh → kf

uniformemente su E, quindi f + g, kf ∈ A. Inoltre, essendo tutte le applicazioni limitate,
anche fhgh → fg uniformemente su E, da cui fg ∈ A.

(4.5) Definizione Consideriamo (X, ∥ ∥) uno spazio normato su R ed E ⊆ X. Diciamo
che un’algebra A ⊆ Cb(E;Rn) separa i punti se per ogni x, y ∈ E esiste f ∈ A tale che
f(x) ̸= f(y).

(4.6) Definizione Consideriamo (X, ∥ ∥) uno spazio normato su R ed E ⊆ X. Diciamo
che un’algebra A ⊆ Cb(E;Rn) non si annulla su E se per ogni x ∈ E esiste f ∈ A tale
che f(x) ̸= 0.

(4.7) Lemma Consideriamo (X, ∥ ∥) uno spazio normato su R ed E ⊆ X. Se A ⊆
Cb(E;R) è un’algebra che separa i punti e non si annulla su E, allora per ogni x, y ∈ E

e per ogni c1, c2 ∈ R esiste f ∈ A tale che f(x) = c1 e f(y) = c2.

Dimostrazione. Dal fatto che A separa i punti, esiste g ∈ A tale che g(x) ̸= g(y). Inoltre,
dal fatto che A non si annulla su E, esistono h, k ∈ A tale che h(x), k(y) ̸= 0. Posto

u = gk − g(x)k, v = gh− g(y)h,

basta considerare
f = c2u

u(y) + c1v

v(x) .

(4.8) Teorema (di Stone–Weierstrass) Consideriamo K ⊆ Rn compatto. Se A ⊆
C(K;Rm) è un’algebra che separa i punti e non si annulla su K, allora A = C(K;Rm).
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Dimostrazione. Innanzitutto, a meno di ragionare per componenti, è sufficiente conside-
rare il caso A ⊆ C(K;R). Sicuramente, A ⊆ C(K;Rm).

Mostriamo, prima di tutto, che se f ∈ A, allora |f | ∈ A. In primo luogo, per il
Teorema di Weierstrass, f è limitata, ossia esiste a ∈ R tale che per ogni x ∈ K si abbia
|f(x)| ≤ a. Per il Teorema di approssimazione di Weierstrass, esiste (pn) convergente
uniformemente a |x| su [−a, a]: in altre parole, per ogni ε > 0 esistono c1, . . . , cnε ∈ R
tali che per ogni x ∈ [−a, a] ∣∣∣∣∣

nε∑
i=1

cix
i − |x|

∣∣∣∣∣ < ε.12

Siccome gε = ∑nε
i=1 cif

i ∈ A e |gε − |f || < ε su K, ne deduciamo che |f | ∈ A. In
particolare, date f, g ∈ A,

max {f, g} = 1
2(f + g + |f − g|) ∈ A, min {f, g} = 1

2(f + g − |f − g|) ∈ A

e, per induzione, lo stesso vale per il massimo ed il minimo tra un numero finito di
elementi di A.

Fissiamo f ∈ C(K;R) ed ε > 0. Mostriamo che per ogni x ∈ K esiste gx ∈ A tale
che gx(x) = f(x) e per ogni t ∈ K si abbia gx(t) ≥ f(t) − ε

2 . Per il Lemma (4.7), per
ogni y ∈ K esiste hy ∈ A ⊆ A tale che hy(x) = f(x) e hy(y) = f(y). Siccome hy − f è
continua, per il Teorema di di permanenza del segno, esiste Uy intorno aperto di y tale
che hy ≥ f − ε

2 su Uy. Siccome
K ⊆

⋃
y∈K

Uy,

per compattezza, esistono y1, . . . , ym tali che

K ⊆
m⋃

j=1
Uyj

.

Consideriamo gx = max {hy1 , . . . , hym} ∈ A. Allora,

gx(x) = max {hy1(x), . . . , hym(x)} = f(x)

e per ogni t ∈ K esiste i = 1, . . . ,m tale che t ∈ Uyi
, quindi

gx(t) ≥ hyi
(t) ≥ f(t) − ε

2 ,

quindi gx soddisfa i requisti richiesti.
12Siccome l’applicazione valore assoluto si annulla in zero, la successione di polinomi approssimanti

può essere presa senza termini noti.
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A questo punto, sempre per il Teorema di permanenza del segno, per ogni x ∈ K

esiste un intorno aperto Vx di x tale che gx ≤ f + ε
2 su Vx. Siccome

K ⊆
⋃

x∈K

Vx,

per compattezza, esistono x1, . . . , xN tali che

K ⊆
N⋃

j=1
Vxj

.

Preso h = min {gx1 , . . . gxN
} ∈ A, si ottiene che |h− f | ≤ ε

2 < ε, da cui la tesi.

(4.9) Osservazione A ben vedere, non serve conoscere il Teorema di approssimazione
di Weierstrass per dimostrare il risultato generale. Nella dimostrazione utilizziamo
solo il fatto che l’approssimazione polinomiale valga per l’applicazione valore assoluto:
in particolare, è sufficiente sapere che, per ogni a > 0, la successione (pn) definita
ricorsivamente da

p0 = 0, pn+1(x) = pn(x) + 1
2(x2 − pn(x)2),

converge uniformemente a |x| su [−a, a].

(4.10) Osservazione Consideriamo E ⊆ Rn compatto. L’algebra delle applicazioni
a componenti polinomiali separa i punti13 e non si annulla su E14, quindi per ogni
f ∈ C(E;Rn) esiste una successione (ph) di applicazioni a componenti polinomiali tale
che ph → f uniformemente su E.

5 Spazi di Lebesgue che coinvolgono il tempo

Prima di tutto necessitiamo di generalizzare la teoria dell’integrazione di Lebesgue.

(5.1) Definizione Consideriamo (X, ∥ ∥) uno spazio di Banach su R e T > 0. Diciamo
che un’applicazione s : [0, T ] → X è semplice se

s(t) =
m∑

i=1
χEi

(t)ui,

dove E1, . . . , Em ⊆ [0, T ] misurabili e u1, . . . , um ∈ X.
13Basta considerare l’applicazione identica, che ha componenti polinomiali.
14Basta considerare un’applicazione costante con almeno una componente non nulla.
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(5.2) Definizione Consideriamo (X, ∥ ∥) uno spazio di Banach su R e T > 0. Diciamo
che un’applicazione f : [0, T ] → X è fortemente misurabile se esiste una successione (sh)
di funzioni semplici tali che sh → f q.o. in [0, T ].

(5.3) Definizione Consideriamo (X, ∥ ∥) uno spazio di Banach su R e T > 0. Se
s : [0, T ] → X è un’applicazione semplice, definiamo

� T

0
sdL1 =

m∑
i=1

L1(Ei)ui.

(5.4) Definizione Consideriamo (X, ∥ ∥) uno spazio di Banach su R e T > 0. Diciamo
che un’applicazione f : [0, T ] → X fortemente misurabile è sommabile se esiste una
successione (sh) di funzioni semplici tali che

lim
h

� T

0
∥sh(t) − f(t)∥dL1(t) = 0.

(5.5) Definizione Consideriamo (X, ∥ ∥) uno spazio normato su R e T > 0. Se
f : [0, T ] → X è un’applicazione sommabile, definiamo

� T

0
fdL1 = lim

h

� T

0
shdL1

(5.6) Definizione Consideriamo (X, ∥ ∥) uno spazio di Banach su R, p ∈ [1,∞] e
T > 0. Chiamiamo Lp(0, T ;X) l’insieme delle (classi di equivalenza) di applicazioni
fortemente misurabili u : [0, T ] → X tali che, se p ∈ [1,∞[,

� T

0
∥u(t)∥pdL1 < ∞

oppure, nel caso p = ∞,
ess sup

t∈[0,T ]
∥u(t)∥ < +∞.

(5.7) Definizione Consideriamo (X, ∥ ∥) uno spazio di Banach su R, p ∈ [1,∞] e
T > 0. Data u ∈ Lp(0, T ;X), poniamo

∥u∥Lp(0,T ;X) =



(� T

0
∥u(t)∥pdL1

) 1
p

1 ≤ p < ∞,

ess sup
t∈[0,T ]

∥u(t)∥ p = ∞.



Capitolo 1

Spazi di Sobolev

1 Prime proprietà degli spazi di Sobolev

(1.1) Definizione Chiamiamo W 1,1
loc (U) l’insieme delle u ∈ L1

loc(U) per cui esistono
v1, . . . , vn ∈ L1

loc(U) tali che per ogni j = 1, . . . , n, per ogni φ ∈ C∞
c (U) risulta

�
U

uDjφdLn = −
�

U

vjφdLn.

(1.2) Osservazione Se u ∈ C1(U), allora per ogni j = 1, . . . , n Dju ∈ C(U) e per la
Formula di Gauss–Green

�
U

uDjφdLn = −
�

U

DjuφdLn.

(1.3) Proposizione Sia u ∈ L1
loc(U) tale che esistono v1, . . . , vn ∈ L1

loc(U) tali che per
ogni j = 1, . . . , n, per ogni φ ∈ C∞

c (U) risulta
�

U

uDjφdLn = −
�

U

vjφdLn.

Allora per ogni j = 1, . . . , n, vj è unica in L1
loc(U).

Dimostrazione. Fissato j, supponiamo esistano vj, v̂j soddisfacenti le ipotesi. Allora per
ogni φ ∈ C∞

c (U) �
U

vjφdLn =
�

U

v̂jφdLn

da cui �
U

(vj − v̂j)φdLn = 0

37
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e quindi vj = v̂j q.o. da cui l’unicità.

(1.4) Definizione Chiamiamo le v1, . . . , vn sopra introdotte derivate deboli o derivate
distribuzionali, o derivate variazionali.

In particolare, per l’Osservazione (1.2) denotiamo le derivate deboli con lo stesso
simbolo delle derivate ordinarie.

(1.5) Esempio Sia U = ]0, 2[ e

u(x) =

x se 0 < x ≤ 1,

1 se 1 < x < 2.

Mostriamo che u ∈ W 1,1
loc (0, 2). Consideriamo l’applicazione

v(x) =

1 se 0 < x ≤ 1,

0 se 1 < x < 2.

Per ogni φ ∈ C∞
c (0, 2), osservando che φ(2) = 0,

� 2

0
uφ′dL1 =

� 1

0
xφ′(x)dx+

� 2

1
φ′(x)dx = −

� 1

0
φ(x)dx = −

� 2

0
v(x)φ(x)dx,

allora v è la derivata debole di u.

(1.6) Esempio Sia U = ]0, 2[ e

u(x) =

x se 0 < x ≤ 1,

2 se 1 < x < 2.

Supponiamo, per assurdo, che esista v ∈ L1
loc(0, 2) tale che per ogni φ ∈ C∞

c (0, 2)
� 2

0
uφ′dL1 = −

� 2

0
vφdL1.

Innanzitutto, � 2

0
uφ′dL1 = −

� 1

0
φdL1 − φ(1).
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Si può costruire1 (φh) ∈ C∞
c (0, 2) tale che 0 ≤ φh ≤ 1, φh(1) = 1 e φh(x) → 0 se x ̸= 1.

Allora, � 2

0
vφhdL1 =

� 1

0
φhdL1 + φh(1)

e dal Teorema della convergenza dominata otteniamo 0 = 1, assurdo.

(1.7) Notazione Sia p ∈ [1,∞]. Indichiamo con W 1,p(U) l’insieme delle u ∈ W 1,1
loc (U)

tali che u ∈ Lp(U) e per ogni j = 1, . . . , n si ha Dju ∈ Lp(U).

(1.8) Esempio Consideriamo U = B(0, 1) in Rn, α > 0, p ∈ ]1, n[ e

u(x) = 1
|x|α

.

Mostriamo che u ∈ W 1,p(U) se e solo se α < n−p
p

.
Innanzitutto, per x ̸= 0, u è regolare e

Dju(x) = −α xi

|x|α+2 ,

per cui candidiamo come derivata debole proprio Dju opportunamente estesa.
Sia ora ε > 0. Senza perdita di generalità, possiamo supporre ε < 1. Consideriamo

l’insieme Uε = U \ B(0, ε). Se φ ∈ C∞
c (U),

�
Uε

uDjφdLn = −
�

Uε

DjuφdLn +
�

∂B(0,ε)
uφνjdHn−1.

Osserviamo che �
U

|u|pdLn = K

� 1

0

1
ραp

ρn−1dρ < +∞

e �
U

|Du|pdLn = K

� 1

0

1
ρ(α+1)pρ

n−1dρ < +∞

se e solo se α < n−p
p

. Inoltre, per α < n− 1,

∣∣∣∣∣
�

∂B(0,ε)
uφνjdHn−1

∣∣∣∣∣ ≤ ε−α

�
∂B(0,ε)

|φ|dHn−1 ≤

≤ ∥φ∥∞ε
−αHn−1(∂B(0, ε)) ≤ Cεn−1−α → 0.

1Data η ∈ C∞
c (0, 2), basta considerare

φh(x) = η(x)e−|x−1|h.
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A questo punto, per il Teorema della convergenza dominata combinato con il fatto che
χUε → χU q.o. in U , �

Uε

uDjφdLn →
�

U

uDjφdLn

e �
U

DjuφdLn

che permettono di concludere che u ∈ W 1,p(U) se e solo se α < n−p
p

.

(1.9) Definizione Siano k ∈ N \ {0} e 1 ≤ p ≤ ∞. Chiamiamo spazio di Sobolev
l’insieme W k,p(U) delle u ∈ L1

loc(U) tali che per ogni multi indice α ∈ Nn, esiste vα ∈
Lp(U), detta α-esima derivata debole, tale che per ogni φ ∈ C∞

c (U)
�

U

uDαφdLn = (−1)|α|
�

U

vαφdLn.

(1.10) Notazione Indichiamo con H1(U) = W 1,2(U).

(1.11) Proposizione Siano k ∈ N \ {0}, 1 ≤ p ≤ ∞ ed u, v ∈ W k,p(U). Valgono i
seguenti fatti:

(a) se α, β ∈ Nn tali che |α| + |β| ≤ k, allora Dαu ∈ W k−|α|,p(U) e

Dβ(Dαu) = Dα(Dβu) = Dα+βu;

(b) per ogni λ, µ ∈ R, λu+ µv ∈ W k,p(U) e se α ∈ Nn tale che |α| ≤ k,

Dα(λu+ µv) = λDαu+ µDαv.

In particolare, W k,p(U) è uno spazio vettoriale su R;

(c) se V è un sottoinsieme aperto di U , allora u ∈ W k,p(V );

(d) se η ∈ C∞
c (U), allora ηu ∈ W k,p(U) e se α ∈ Nn tale che |α| ≤ k,

Dα(ηu) =
∑
β≤α

(
α

β

)
DβηDα−βu. (Formula di Leibniz)

In particolare, se |α| = 1,

Dα(ηu) = uDαη + ηDαu.



1. PRIME PROPRIETÀ DEGLI SPAZI DI SOBOLEV 41

Dimostrazione.
(a) Innanzitutto, per definizione, per ogni η ∈ C∞

c (U)
�

U

uDαηdLn = (−1)|α|
�

U

DαuηdLn.

Se φ ∈ C∞
c (U), allora Dβφ ∈ C∞

c (U) e quindi
�

U

DαuDβφdLn = (−1)|α|
�

U

uDα+βφdLn =

= (−1)|α|(−1)|α|+|β|
�

U

Dα+βuφdLn = (−1)|β|
�

U

Dα+βuφdLn

da cui Dβ(Dαu) = Dα+βu. Scambiando α e β si giunge alla conclusione.
(b) Discende dalla linearità dell’integrale.
(c) Evidente.
(d) Vediamo il caso |α| = 1, il caso generale può essere ricavato per induzione. Sia
φ ∈ C∞

c (U), allora

�
U

ηuDαφdLn =
�

U

(uDα(ηφ) − u(Dαη)φ) dLn = −
�

U

(ηDαu+ uDαη)φdLn.

(1.12) Definizione Siano k ∈ N \ {0}, 1 ≤ p ≤ ∞ ed u ∈ W k,p(U). Poniamo

∥u∥W k,p(U) =



 ∑
|α|≤k

∥Dαu∥p
Lp(U)

 1
p

1 ≤ p < ∞,

∑
|α|≤k

∥Dαu∥L∞(U) p = ∞.

In particolare, se k = 1,2

∥u∥W 1,p(U) =



∥u∥p
Lp(U) +

n∑
j=1

∥Dju∥p
Lp(U)

 1
p

1 ≤ p < ∞,

∥u∥L∞(U) +
n∑

j=1
∥Dju∥L∞(U) p = ∞.

2Alle volte useremo invece la norma equivalente

∥u∥W 1,p(U) =


(

∥u∥p
Lp(U) + ∥Du∥p

Lp(U)

) 1
p 1 ≤ p < ∞,

∥u∥L∞(U) + ∥Du∥L∞(U) p = ∞,

dove con ∥Du∥p si intende, per ogni p ∈ [1,∞], la norma della funzione scalare |Du|.
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(1.13) Teorema Siano k ∈ N \ {0} e 1 ≤ p ≤ ∞. Valgono i seguenti fatti:

(a) (W k,p(U), ∥ ∥W k,p(U)) è uno spazio normato su R;

(b) (W k,p(U), ∥ ∥W k,p(U)) è uno spazio di Banach su R.

Dimostrazione. Limitiamo la dimostrazione al caso k = 1. Il caso generale si ottiene
aggiustando gli indici.
(a) Vediamo innanzitutto il caso 1 ≤ p < ∞. Evidentemente ∥u∥1,p ≥ 0 per ogni
u ∈ W 1,p(U) e ∥u∥W 1,p(U) = 0 se e solo se u = 0 e per ogni λ ∈ R, per ogni u ∈ W 1,p(U),

∥λu∥W 1,p(U) = |λ|∥u∥W 1,p(U).

Mostriamo che vale anche la disuguaglianza triangolare. Siano u, v ∈ W 1,p(U), allora per
la disuguaglianza di Minkowski nel caso discreto,

∥u+ v∥W 1,p(U) =
 n∑

j=0
∥Dju+Djv∥p

Lp(U)

 1
p

≤

≤

 n∑
j=0

(
∥Dju∥Lp(U) + ∥Dju∥Lp(U)

)p

 1
p

≤

 n∑
j=0

∥Dju∥p
Lp(U)

 1
p

+

+
 n∑

j=0
∥Djv∥p

Lp(U)

 1
p

= ∥u∥W 1,p(U) + ∥v∥W 1,p(U).

Il caso p = ∞ può essere trattato in modo simile.
(b) Vediamo innanzitutto il caso 1 ≤ p < ∞. Sia (uh) una successione di Cauchy in
W 1,p(U), allora per ogni ε > 0, esiste h̄ ∈ N tale che per ogni h, k ≥ h̄

∥uh − uk∥W 1,p(U) < ε.

In particolare, per definizione della norma di Sobolev, fissato j,

∥uh − uk∥Lp(U) < ε

e
∥Djuh −Djuk∥Lp(U) < ε,

da cui (uh), (Djuh) sono di Cauchy in Lp(U). Essendo Lp(U) completo, esistono u,wj ∈ Lp

tali che uh → u in Lp(U) e Djuh → wj in Lp(U).
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Mostriamo che le wj sono le derivate deboli di u. Siccome uh ∈ W 1,p(U), per ogni
φ ∈ C∞

c (U), �
U

uhDjφdLn = −
�

U

DjuhφdLn.

Ora, esistono (uhk
) in Lp(U) e g ∈ Lp(U) tali che uhk

(x) → u(x) q.o. in U e |uhk
(x)| ≤ g(x)

q.o. in U e quindi per il Teorema della convergenza dominata
�

U

uDjφdLn = −
�

U

wjuφdLn.

da cui Dju = wj per l’unicità della derivata debole.
Il caso p = ∞ si tratta in modo simile.

Dal Teorema precedente risulta in particolare che (H1(U), ∥ ∥1,2) è uno spazio di
Hilbert. Per gli spazi di Sobolev W k,p(U) valgono le stesse proprietà di riflessività e
separabilità delle loro controparti Lp(U).

(1.14) Definizione Siano k ∈ N \ {0} e 1 ≤ p ≤ ∞. Chiamiamo W k,p
0 (U) la chiusura

rispetto alla norma di Sobolev di C∞
c (U). Più esplicitamente, u ∈ W k,p

0 (U) se e solo se
esiste (uh) in C∞

c (U) tale che uh → u in W k,p
0 (U). In particolare H1

0 (U) = W 1,2
0 (U).

Possiamo intuitivamente interpretare W k,p
0 (U) come lo spazio delle applicazioni tali

che Dαu = 0 su ∂U per ogni |α| ≤ k − 1 anche se allo stato attuale non ha senso quanto
scritto siccome il bordo ha misura nulla. Questa idea intuitiva verrà resa rigorosa nel
seguito.

Concludiamo la sezione con un esempio che contiene una morale profonda: anche se
una funzione appartenente ad uno spazio di Sobolev possiede certe proprietà di regolarità,
potrebbe comunque comportarsi piuttosto male in altri modi. A voi poi il compito di
portare l’analogia fuori dall’ambito dell’Analisi Matematica.

(1.15) Esempio Sia U = B(0, 1) ⊆ Rn. Consideriamo (qh) un sottoinsieme numerabile
denso di U , ossia (qh) in Qn ∩ U . Prendiamo p ∈ ]1, n[, α ∈

]
0, n−p

p

[
e

u(x) =
+∞∑
h=0

2−h

|x− qh|α
.

Consideriamo (uj) tale che

uj(x) =
j∑

h=0

2−h

|x− qh|α
.

Chiaramente
|uj(x)|p → |u(x)|p q.o.,
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0 ≤ |uj−1|p ≤ |uj|p per ogni j ∈ N,

quindi dal Teorema di Beppo–Levi

∥u∥p
Lp(U) =

�
U

|u|pdLn = lim
j

�
U

|uj|pdLn.

Ora, per la disuguaglianza di Minkowski,

�
U

|uj|pdLn = ∥uj∥p
Lp(U) ≤

 j∑
h=0

∥∥∥∥∥ 2−h

|x− qh|α

∥∥∥∥∥
p

p

=
 j∑

h=0
2−h

(�
U

1
|x− qh|αp

dLn(x)
) 1

p

p

.

A questo punto però, con un cambio di variabile y = x− qh, otteniamo, ricordando che la
misura di Lebesgue è invariante per traslazione,
�

U

1
|x− qh|αp

dLn(x) =
�

B(qh,1−|qh|)

1
|x− qh|αp

dLn(x) +
�

U\B(qh,1−|qh|)

1
|x− qh|αp

dLn(x) =

=
�

B(0,1−|qh|)

1
|y|αp

dLn(y) +
�

Ũ\B(0,1−|qh|)

1
|y|αp

dLn(y) ≤ 2
�

U

1
|y|αp

dLn(y)

perciò, essendo y una variabile muta, sfruttando la continuità della funzione t 7→ tp e per
quanto visto nell’Esempio (1.8),

∥u∥p
Lp(U) ≤ 2

(�
U

1
|x|αp

dLn(x)
)lim

j

j∑
h=0

2−h

p

< +∞

da cui u ∈ Lp(U). In modo simile si mostra che u ∈ W 1,p(U).

Tuttavia, preso un qualsiasi compatto K in U , esiste per densità un certo qh̄ ∈ K.
Presa una successione (xi) in U \ Qn, per non incappare in altri qh, tale che xi → qh̄,
risulta che

lim
i
u(xi) = +∞,

che ci permette di affermare che non esiste alcun compatto K in U tale che u ∈ L∞(K),
ossia u è illimitata su ogni compatto di U .
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2 Rappresentazione di forme lineari e continue

(2.1) Lemma Siano m ∈ N\{0}, p ∈ [1,∞[ e T : (Lp(U))m → R un’applicazione lineare
e continua. Allora esiste g ∈

(
Lp′(U)

)m
tale che per ogni f ∈ (Lp(U))m si abbia

⟨T, f⟩ =
�

U

f · gdLn =
m∑

i=1

�
U

figidLn.

Dimostrazione. Si tratta di una variante del caso m = 1 già noto.

Il seguente risultato fornisce una rappresentazione degli elementi di (W 1,p(U))′.

(2.2) Teorema Siano p ∈ [1,∞[ e T ∈ (W 1,p(U))′. Allora esistono f0, . . . , fn ∈ Lp′(U)
tali che per ogni u ∈ W 1,p(U)

⟨T, u⟩ =
�

U

uf0dLn +
n∑

j=1

�
U

DjufjdLn.

In particolare,
∥T∥ = max {∥f0∥p′ , . . . , ∥fn∥p′} .

Dimostrazione. Innanzitutto indichiamo con X = (Lp(U))n+1 e lo muniamo della norma

∥v∥X =
n+1∑

j=1
∥vj∥p

p

 1
p

.

Consideriamo l’operatore lineare Π : W 1,p(U) → X tale che

Πu = (u,D1u, . . . , Dnu).

Chiaramente Π è un’isometria. Sia Y = Π(W 1,p(U)) ≤ X. Definiamo l’applicazione
lineare λ : Y → R tale che

⟨λ, y⟩ = ⟨T, y1⟩ .

Siccome
|⟨λ, y⟩| = |⟨T, y1⟩| ≤ ∥T∥∥y1∥1,p = 3∥T∥∥y∥Y ,

allora λ è continua. Per il Teorema di Hahn–Banach esiste quindi un’applicazione lineare
e continua Λ : X → R tale che Λ|Y = λ. Per il Lemma (2.1), esistono g0, . . . , gn ∈ Lp′(U)

3Qua si usa il fatto che Π è un’isometria.
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tali che
⟨Λ, x⟩ =

n∑
j=0

�
U

gjxjdLn.

Se quindi u ∈ W 1,p(U),

⟨T, u⟩ = ⟨λ, (u,D1u, . . . , Dnu)⟩ = ⟨Λ, (u,D1u, . . . , Dnu)⟩ =
�

U

ug0dLn+
n∑

j=1

�
U

DjugjdLn.

Omettiamo il calcolo sulla norma di T .

(2.3) Osservazione Mentre, per il Lemma di Du Bois-Reymond, la rappresentazione
degli elementi del duale di Lp(U) è unica, ciò non accade per il duale di W 1,p(U).

(2.4) Osservazione Se 1 < p < ∞, consideriamo una successione (uh) in W 1,p(U)
limitata. Essendo W 1,p(U) riflessivo, per il Teorema di Eberlein–Smulian, esistono
u ∈ W 1,p(U) ed una sottosuccessione uhk

tali che per ogni φ ∈ Lp′(U) e per ogni
j = 1, . . . n

�
U

uhk
φdLn →

�
U

uφdLn

�
U

Djuhk
φdLn →

�
U

DjuφdLn.

(2.5) Notazione Sia p ∈ [1,∞[. Indichiamo con W−1,p′(U) il duale topologico di
W 1,p

0 (U). In altre parole, W−1,p′(U) = (W 1,p
0 (U))′. In particolare, H−1(U) = (H1

0 (U))′.

3 Approssimazione con funzioni lisce

(3.1) Teorema (sui punti di Lebesgue) Sia f ∈ L1
loc(Rn). Valgono i seguenti fatti:

(a) per q.o. x ∈ Rn,
lim
r→0

 
B(x,r)

fdLn = f(x);

(b) per q.o. x ∈ Rn,
lim
r→0

 
B(x,r)

|f(y) − f(x)|dLn(y) = 0.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.
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(3.2) Definizione I punti x tali che soddisfano il Teorema sui punti di Lebesgue sono
detti punti di Lebesgue di f .

(3.3) Notazione Dato ε > 0, indichiamo con Uε, l’insieme

Uε = { x ∈ U : dist(x, ∂U) > ε } .

(3.4) Definizione Chiamiamo mollificatore standard, l’applicazione ϱ ∈ C∞(Rn) tale
che

ϱ(x) =

Ce
1

|x|2−1 se |x|2 < 1,

0 altrimenti,

dove C > 0 tale che �
ϱdLn = 1.

Per ogni ε > 0, chiamiamo poi ε-mollificatore l’applicazione ϱε ∈ C∞
c (B(0, ε)) tale che

ϱε(x) = 1
εn
ϱ
(
x

ε

)
.4

(3.5) Definizione Sia u ∈ L1
loc(U) ed ε > 0. Chiamiamo ε-mollificata di u, l’applicazione

definita su Uε da
uε = ϱ ∗ u,

ossia tale che per ogni x ∈ Uε

uε(x) =
�

U

ϱε(x− y)u(y)dLn(y) =
�

B(0,ε)
ϱε(y)u(x− y)dLn(y).

(3.6) Proposizione Sia u ∈ L1
loc(U) ed ε > 0. Valgono i seguenti fatti:

(a) uε ∈ C∞(Uε) e per ogni j = 1, . . . , n si ha

Dju
ε(x) =

�
U

u(y)(Dxj
ρε)(x− y)dLn(y);

(b) uε(x) → u(x) q.o. in Uε;
4Chiaramente, per ogni ε > 0 �

ϱεdLn = 1.
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(c) se u ∈ C(U), allora uε → u per ε → 0, uniformemente sui compatti di U ;

(d) se 1 ≤ p < ∞ e u ∈ Lp
loc(U), allora uε → u in Lp

loc(U) per ε → 0.

Dimostrazione.
(a) La dimostrazione può essere svolta per esercizio.
(b) Per il Teorema di differenziabilità di Lebesgue, per q.o. x ∈ Uε,

|uε(x) − u(x)| ≤ 1
εn

�
B(x,ε)

ϱ
(
x− y

ε

)
|u(y) − u(x)|dLn(y) ≤

≤ C

 
B(x,ε)

|u(y) − u(x)|dLn(y) → 0

per ε → 0.
(c) La dimostrazione può essere svolta per esercizio.
(d) Innanzitutto, dal fatto che u ∈ Lp

loc(U), per ogni K compatto in U si ha u ∈ Lp(K).
Ora, esiste W compatto in U tale che K ⊆ int(W ). Mostriamo che se ε è tale che,
per ogni x ∈ K, B(x, ε) ⊆ W , risulta ∥uε∥Lp(K) ≤ ∥u∥Lp(W ). Per ogni x ∈ K, per la
disuguaglianza di Holder,

|uε(x)| ≤
�

B(x,ε)
ϱε(x− y)|u(y)|dLn(y) =

�
B(x,ε)

ϱ
1
p′
ε (x− y)ϱ

1
p
ε (x− y)|u(y)|dLn(y) ≤

≤
(�

B(x,ε)
ϱε(x− y)|u(y)|pdLn(y)

) 1
p

.

Ora, per il Teorema di Fubini–Tonelli,
�

K

|uε(x)|pdLn(x) ≤
�

K

�
B(x,ε)

ϱε(x− y)|u(y)|pdLn(y)dLn(x) ≤

≤
�

K

�
W

ϱε(x− y)|u(y)|pdLn(y)dLn(x) ≤

≤
�

W

�
K

ϱε(x− y)|u(y)|pdLn(x)dLn(y) = ∥u∥p
Lp(W ).

Dato ora δ > 0, esiste, per densità, g ∈ Cc(W ) tale che

∥g − u∥Lp(W ) <
δ

3

ed esiste ε̄ > 0 tale che per ogni ε ∈ ]0, ε̄]

∥gε − g∥Lp(K) <
δ

3 .
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Siccome ∥gε − uε∥Lp(K) ≤ ∥g − u∥Lp(W ), risulta che

∥uε − u∥Lp(K) < δ.

(3.7) Teorema (di locale approssimazione con funzioni lisce) Siano k ∈ N \ {0},
1 ≤ p < ∞ e u ∈ W k,p(U). Valgono i seguenti fatti:

(a) per ogni ε > 0, uε ∈ C∞(Uε);

(b) per ε → 0, uε → u in W k,p
loc (U).

Dimostrazione.
(a) Discende direttamente dalla (a) della Proposizione (3.6).
(b) Limitiamo la dimostrazione al caso k = 1. Il caso generale si ottiene aggiustando gli
indici.

Per la (a) della Proposizione (3.6) combinata con la definizione di derivata debole,

Dju
ε(x) =

�
U

Dxj
ϱε(x− y)u(y)dLn(y) =

= −
�

U

Dyj
ϱε(x− y)u(y)dLn(y) =

�
U

ϱε(x− y)Dyj
u(y)dLn(y)

da cui,
Dju

ε = ϱε ∗Dju.
5

Ora, dal fatto che u ∈ W 1,p(U), per la (d) della Proposizione (3.6), uε → u in Lp
loc(U).

Analogamente, per quanto visto sopra, anche Dju
ε → Dju in Lp

loc(U). Allora per ogni
compatto K ⊆ U

∥uε − u∥p
W 1,p(K) = ∥uε − u∥Lp(K) +

n∑
j=1

∥Dju
ε −Dju∥Lp(K) < ε.

(3.8) Definizione Sia (X, τ) uno spazio topologico. Consideriamo una successione (ξi)
di applicazioni continue da X in R. Diciamo che (ξi) è una partizione dell’unità, se
valgono i seguenti fatti:

(a) per ogni i ∈ N, 0 ≤ ξi ≤ 1,

(b) per ogni x ∈ X, solo un numero finito di ξi(x) è non nullo,
5Per quanto riguarda u, la derivata è da intendere in senso debole.
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(c) per ogni x ∈ X,
∞∑

i=0
ξi(x) = 1.

(3.9) Osservazione La somma introdotta nella (c) è finita in ogni punto per la (b).

(3.10) Proposizione Sia (X, τ) uno spazio topologico e (Vi) un suo ricoprimento aperto.
Allora esiste una partizione dell’unità (ξi) tale che supt(ξi) ⊆ Vi.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

In particolare, se X = U , ξi ∈ C∞
c (Vi).

(3.11) Teorema (di globale approssimazione con funzioni lisce) Siano U limitato,
k ∈ N \ {0}, 1 ≤ p < ∞ e u ∈ W k,p(U). Allora esiste (uh) in C∞(U) ∩W k,p(U) tale che
uh → u in W k,p(U).

Dimostrazione. Limitiamo la dimostrazione al caso k = 1. Per ogni i ∈ N \ {0}, sia

Ui =
{
x ∈ U : dist(x, ∂U) > 1

i

}
.

Evidentemente,

U =
+∞⋃
i=1

Ui.

Consideriamo per ogni i ∈ N \ {0}, gli insiemi Vi = Ui+3 \ U i+1, evidentemente aperti,
ed un aperto V0 in U tale che V 0 ⊆ U e

U =
+∞⋃
i=0

Vi.

Sia (ξi) una partizione dell’unità relativa a (Vi). Per la Proposizione (1.11), ξiu ∈
W 1,p(U). Inoltre supt(ξiu) ⊆ Vi.

Fissiamo δ > 0. Per il Teorema (3.7), per ogni V tale che V ⊆ U esiste εi > 0 tale
che, detto

ui = ϱεi
∗ (ξiu),

si abbia

∥ui − ξiu∥W 1,p(V ) <
δ

2i+1 per i ∈ N,

supt(ui) ⊆ Wi = Ui+4 \ U i per i ∈ N \ {0} .



3. APPROSSIMAZIONE CON FUNZIONI LISCE 51

Chiaramente Vi ⊆ Wi per ogni i ∈ N \ {0}.
Posto

v =
∞∑

i=0
ui,

si ha che v ∈ C∞
c (U), ma dal fatto che

∞∑
i=0

ξi(x) = 1,

possiamo scrivere
u =

∞∑
i=0

ξiu

e quindi per ogni V tale che V ⊆ U , si ha

∥u− v∥W 1,p(V ) ≤
∞∑

i=0
∥ξiu− ui∥W 1,p(V ) ≤

∞∑
i=0

δ

2i+1 = δ.

Posto ora δ = 1
m+1 , per ogni m ∈ N è sufficiente porre um = v. La tesi segue passando al

sup su V .

(3.12) Osservazione Nel Teorema (3.11), non si afferma che uh ∈ C∞(U).

(3.13) Teorema (di globale approssimazione fino al bordo con funzioni lisce)
Siano U limitato con ∂U di classe C1, k ∈ N \ {0}, 1 ≤ p < ∞ e u ∈ W k,p(U). Allora
esiste (uh) in C∞(U) tale che uh → u in W k,p(U).

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

(3.14) Definizione Siano u : U → R un’applicazione localmente sommabile, V tale
che V ⊆ U , i = 1, . . . , n ed h ∈ R tale che 0 < |h| < dist(V, ∂U). Chiamiamo i-esimo
rapporto incrementale di ampiezza h l’applicazione Dh

i u : V → R tale che

Dh
i u(x) = u(x+ hei) − u(x)

h
.

In particolare, poniamo Dhu =
(
Dh

1u, . . . , D
h
nu
)
.

(3.15) Teorema (sui rapporti incrementali) Valgono i seguenti fatti:

(a) se 1 ≤ p < ∞ e u ∈ W 1,p(U), allora per ogni V tale che V ⊆ U , esiste C > 0 tale
che per ogni h ∈ R tale che 0 < |h| < 1

2dist(V, ∂U) risulti

∥Dhu∥Lp(V ) ≤ C∥Du∥Lp(U),
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(b) se 1 < p < ∞, V tale che V ⊆ U , u ∈ Lp(V ) ed esiste C > 0 tale che per ogni h ∈ R
tale che 0 < |h| < 1

2dist(V, ∂U)

∥Dhu∥Lp(V ) ≤ C,

allora u ∈ W 1,p(V ) e ∥Du∥Lp(V ) ≤ C.

Dimostrazione.
(a) Supponiamo inizialmente u liscia. Allora per il Teorema fondamentale del calcolo
integrale

u(x+ hei) − u(x) =
� 1

0
Dxi

u(x+ thei)dt · hei,

da cui
Dh

i u(x) = C

� 1

0
Dxi

u(x+ thei) · eidt

e quindi

|Dh
i u(x)| ≤ C

� 1

0
|Du(x+ thei)|dt.

Applicando la disuguaglianza di Holder, otteniamo

|Dh
i u(x)|p ≤ C

� 1

0
|Du(x+ thei)|pdt

che integrata su V restituisce
�

V

|Dh
i u|pdLn ≤ C

�
V

� 1

0
|Du(x+ thei)|pdtdLn(x).

Tramite il cambio di variabile y = x+ thei, possiamo scrivere
�

V

|Dh
i u|pdLn ≤ C

�
Ṽ

� 1

0
|Du|pdtdLn ≤ C

�
U

� 1

0
|Du|pdtdLn = C

�
U

|Du|pdLn.

Se invece u ∈ W 1,p(U), costruiamo una successione di funzioni lisce che la approssima e
poi con il Teorema della convergenza dominata otteniamo ancora la stessa stima. In ogni
caso,

∥Dhu∥Lp(V ) ≤ C∥Du∥Lp(U).

(b) Sia φ ∈ C∞
c (V ). Osserviamo che

�
V

u(x)φ(x+ hei) − φ(x)
h

dLn(x) = −
�

V

u(x) − u(x− hei)
h

φ(x)dLn(x)
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ossia

(3.16)
�

V

uDh
i φdLn = −

�
V

D−h
i uφdLn.

Ora, siccome
sup

0<|h|< 1
2 dist(V,∂U)

∥Dhu∥Lp(V ) ≤ C,

considerando una successione (hk) tale che hk → 0 possiamo scrivere che definitivamente

∥D−hk
i u∥Lp(V ) ≤ C.

Essendo Lp(V ) riflessivo, per il Teorema di Eberlein–Smulian esiste wi ∈ Lp(V ) tale che,
a meno di sottosuccessioni, D−hk

i u ⇀ wi in Lp(V ). Passando al limite in (3.16), tramite il
Teorema della convergenza dominata, otteniamo

�
V

uDiφdLn = −
�

V

wiφdLn

da cui wi = Diu ∈ Lp(V ). Allora u ∈ W 1,p(V ) e
�

V

|Du|pdLn ≤ lim inf
k

�
V

|D−hku|pdLn ≤ C.

4 Estensioni

Nel seguito, salvo diversa specificazione, ci limiteremo a studiare il caso k = 1.
Data u ∈ Lp(U), è sempre possibile estenderla a tutto Rn considerando il suo prolun-

gamento triviale. Questo procedimento non può però essere in generale applicato anche
ad applicazioni in W 1,p(U) in quanto dobbiamo anche preservare l’esistenza delle derivate
deboli su ∂U . Un caso però in cui il prolungamento triviale restituisce un’estensione in
W 1,p(Rn) è il seguente.

(4.1) Proposizione Sia u ∈ W 1,p
0 (U). Allora, posto

ũ =

u in U,

0 in Rn \ U,

si ha ũ ∈ W 1,p(Rn).
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Dimostrazione. Consideriamo

v =

Dju se x ∈ U,

0 se x ∈ Rn \ U.

Evidentemente v ∈ Lp(U), inoltre per ogni φ ∈ C∞
c (U),

�
ũDjφdLn =

�
U

uDjφdLn.

Ora, siccome u ∈ W 1,p
0 (U), esiste (ψh) in C∞

c (U) tale che ψh → u in W 1,p
0 (U), ed in

particolare in Lp(U). Allora, per il Teorema della convergenza dominata, a meno di
sottosuccessioni,

�
ũDjφdLn =

�
U

lim
h
ψhDjφdLn = lim

h

�
U

ψhDjφdLn

ma sull’ultimo integrale è possibile applicare la formula di Gauss–Green, in quanto
ψh ∈ C∞

c (U), per cui �
ũDjφdLn = − lim

h

�
U

DjψhφdLn.

Sempre dal fatto che ψh → u in W 1,p
0 (U), possiamo anche dedurre, tramite il Teorema

della convergenza dominata, che Djψh → Dju in Lp(U) e quindi
�
ũDjφdLn = −

�
U

DjuφdLn = −
�
vφdLn.

Allora Djũ = v.

(4.2) Teorema (di estensione) Siano 1 ≤ p ≤ ∞, U limitato con ∂U di classe C1.
Allora per ogni V aperto limitato tale che U ⊆ V esiste un operatore E : W 1,p(U) →
W 1,p(Rn) lineare e continuo tale che per ogni u ∈ W 1,p(U) valgano i seguenti fatti:

(a) Eu(x) = u(x) q.o. in U ,

(b) Eu = 0 q.o. in Rn \ V , ossia Eu ha supporto in V ,

(c) esiste C, dipendente solo da U, V, n e p, tale che

∥Eu∥W 1,p(Rn) ≤ C∥u∥W 1,p(U).
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Dimostrazione. Limitiamo la dimostrazione al caso 1 ≤ p < ∞. Vediamo dapprima il
caso u ∈ C1(U). Fissiamo x0 ∈ ∂U e supponiamo che, in un intorno di x0, ∂U giaccia sul
piano xn = 0, ossia che esista r > 0 tale che, detta B = B(x0, r),

B+ := B(x0, r) ∩ {xn ≥ 0} ⊆ U,

B− := B(x0, r) ∩ {xn ≤ 0} ⊆ Rn \ U.

Consideriamo l’applicazione6

ū(x) =

u (x) se x ∈ B+,

−3u (x1, . . . , xn−1,−xn) + 4u
(
x1, . . . , xn−1,−xn

2

)
se x ∈ B−.

Mostriamo che ū ∈ C1(B). La continuità di ū è evidente. Se j = 1, . . . , n− 1 si ha

∂ū

∂xj

(x) =


∂u
∂xj

(x) se x ∈ B+,

−3 ∂u
∂xj

(x1, . . . , xn−1,−xn) + 4 ∂u
∂xj

(
x1, . . . , xn−1,−xn

2

)
se x ∈ B−

e si vede subito che ∂ū
∂xj

esiste ed è continua. Invece

∂ū

∂xn

(x) =


∂u

∂xn
(x) se x ∈ B+,

3 ∂u
∂xn

(x1, . . . , xn−1,−xn) − 2 ∂u
∂xn

(x1, . . . , xn−1,−xn

2 ) se x ∈ B−,

da cui ∂ū
∂xn

esiste ed è continua. Per il Teorema del differenziale totale possiamo affermare
che ū ∈ C1(B).

Mostriamo ora che esiste C > 0 tale che

∥ū∥W 1,p(B) ≤ C∥u∥W 1,p(B+).

Innanzitutto,

∥ū∥p
W 1,p(B) = ∥ū∥p

Lp(B) +
n∑

j=1
∥Djū∥p

Lp(B) =

=
�

B+
|u|pdLn +

n∑
j=1

�
B+

|Dju|pdLn +
�

B−
|ū|pdLn +

n∑
j=1

�
B−

|Djū|pdLn.

6Detta riflessione di ordine superiore da B+ a B−.
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Ora,
�

B−
|ū|pdLn ≤ 2p−1

[
3p

�
B−

|u(x1, . . . , xn−1,−xn)|pdLn(x1, . . . , xn)+

+4p

�
B−

∣∣∣∣u(x1, . . . , xn−1,−
xn

2

)∣∣∣∣pdLn(x1, . . . , xn)
]

dove, considerando il cambio di variabile, con jacobiano 1,

(x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . ,−xn)

si ottiene facilmente che
�

B−
|u(x1, . . . , xn−1,−xn)|pdLn(x1, . . . , xn) = ∥u∥p

Lp(B+)

e considerando il cambio di variabile, con jacobiano 2,

(x1, . . . , xn) 7→
(
x1, . . . ,−

xn

2

)

si ottiene analogamente che
�

B−

∣∣∣∣u(x1, . . . , xn−1,−
xn

2

)∣∣∣∣pdLn(x1, . . . , xn) ≤ 2∥u∥p

Lp(B+),

perciò abbiamo che
�

B−
|ū|pdLn ≤ 2p−1

(
3p + 22p+1

)
∥u∥p

Lp(B+).

Invece, con passaggi analoghi, si mostra che

n∑
j=1

�
B−

|Djū|pdLn ≤ 2p−1
(
3p + 22p+1 + 2p+2

) n∑
j=1

∥Dju∥p

Lp(B+).

In conclusione
∥ū∥p

W 1,p(B) ≤
(
1 + 2p−1(3p + 22p+2)

)
∥u∥p

W 1,p(B+)

e prendendo la radice p-esima si ha la disuguaglianza cercata.
Consideriamo ora il caso in cui ∂U non sia necessariamente piatto vicino ad x0.

Consideriamo il diffeomorfismo7 Φ, con inversa Ψ, che appiattisce ∂U in un intorno di
x0. Introduciamo le notazioni y = Φ(x), x = Ψ(y) e u′(y) = u(Ψ(y)). Operando come

7La Geometria Differenziale ce ne garantisce l’esistenza e non ce ne preoccupiamo.
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nel passo precedente otteniamo un’estensione di u′ da B+ a B tale che esiste C > 0 che
fornisce la stima

∥ū′∥W 1,p(B) ≤ C∥u′∥W 1,p(B+).

y0

Ψ

Φ

x0

W BB+

Posto ora W = Ψ(B), che non sarà una palla, ma comunque sarà un intorno aperto di
x0, convertendo quanto detto nelle variabili x, essendo lo jacobiano limitato, otteniamo
un’estensione di u a tutto W con stima

∥ū∥W 1,p(W ) ≤ C∥u∥W 1,p(U).

A questo punto, essendo ∂U compatto, esisterà un numero finito di xj ∈ ∂U e di Wj

aperti tali che u si estenda a ūj su Wj e tali che

∂U ⊆
m⋃

j=1
Wj.

Sia poi W0 un aperto in U tale che W 0 ⊆ U e

U ⊆
m⋃

j=0
Wj

e consideriamo una partizione dell’unità (ξj) associata a questo ricoprimento. Posto
ū0 = u, definiamo

ū =
m∑

j=0
ξjūj.

Potendo scegliere B di raggio arbitrariamente piccolo nei passaggi precedenti, si ha che ū
può sempre essere pensata con supporto in V . Inoltre, da un non proprio velocissimo
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calcolo, combinando le stime già ottenute, si vede che esiste C > 0 tale che

∥ū∥W 1,p(Rn) ≤ C∥u∥W 1,p(U).

Da ciò possiamo concludere che se u ∈ C1(U), Eu = ū, con E lineare per costruzione.
Consideriamo ora il caso generale, ossia u ∈ W 1,p(U). Per il Teorema (3.13), esiste

(um) in C∞(U) tale che um → u in W 1,p(U). Essendo convergente, allora (um) è di
Cauchy. Da fatto che

∥Eum − Eul∥W 1,p(Rn) = ∥E(um − ul)∥W 1,p(Rn) ≤ C∥um − ul∥W 1,p(U)

otteniamo che anche (Eum) è una successione di Cauchy. Ma dal fatto che W 1,p(Rn) è di
Banach risulta che (Eum) è convergente. Risulta quindi ben definita l’estensione

Eu = lim
m
Eum,

infatti se si avesse anche (vm) in C∞(U) tale che vm → u in W 1,p(U), risulterebbe

∥Eum − Evl∥W 1,p(Rn) ≤ C∥um − vl∥W 1,p(U)

e dal fatto che
lim
m
um = lim

l
vl = u

si ha pertanto che
lim

l
Evl = Eu.

Questo fornisce l’operatore richiesto.

(4.3) Definizione Siano 1 ≤ p ≤ ∞, U limitato con ∂U di classe C1 e V un aperto
limitato tale che U ⊆ V . Chiamiamo Eu un’estensione di u a Rn.

(4.4) Osservazione Se supponiamo inoltre che ∂U sia di classe C2, allora la stessa
tecnica utilizzata nella dimostrazione del Teorema di estensione permette di ottenere un
operatore E : W 2,p(U) → W 2,p(Rn) lineare e continuo con le stesse proprietà viste nel
Teorema di estensione. In particolare, esiste C > 0, dipendente solo da U, V, n e p, tale
che

∥Eu∥W 2,p(Rn) ≤ C∥u∥W 2,p(U).

(4.5) Osservazione Se k > 2, è sempre possibile ottenere un Teorema di estensione.
La dimostrazione è tuttavia più articolata e sfrutta delle tecniche di riflessione ad ordine
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superiore più complesse.

5 Tracce

Se u ∈ C(U), chiaramente ha senso parlare di valori su ∂U per u. Invece, se
u ∈ W 1,p(U), in generale non è continua ed in più è definita solo quasi ovunque su
U . Essendo ∂U trascurabile, non c’è un modo diretto per parlare di valori al bordo.
Introduciamo in questa sezione un operatore che gestisce queste situazioni.

(5.1) Teorema (di traccia) Siano 1 ≤ p < ∞ e U limitato con ∂U di classe C1.
Allora esiste un operatore lineare e continuo T : W 1,p(U) → Lp(∂U) tale che

(a) Tu = u|∂U ogniqualvolta u ∈ W 1,p(U) ∩ C(U);

(b) esiste C > 0, dipendente solo da p ed U , tale che

∥Tu∥Lp(∂U) ≤ C∥u∥W 1,p(U).

Dimostrazione. Supponiamo inizialmente u ∈ C1(U). Fissiamo x0 ∈ ∂U e supponiamo
anche che, in un intorno di x0, ∂U giaccia sul piano xn = 0, ossia che esista r > 0 tale
che, detta B = B(x0, r),

B+ := B(x0, r) ∩ {xn ≥ 0} ⊆ U,

B− := B(x0, r) ∩ {xn ≤ 0} ⊆ Rn \ U.

Sia anche B̂ = B(x0,
r
2). Denotiamo con Γ = B̂ ∩ ∂U e con x′ = (x1, . . . , xn−1), ossia

x = (x′, xn). Prendiamo ζ ∈ C∞
c (B) tale che ζ ≥ 0 in B e ζ = 1 in B̂. Si ha, dalla

Formula di Gauss–Green e dalla disuguaglianza di Young,
�

Γ
|u|pdx′ ≤

�
{xn=0}

ζ|u|pdx′ =

= −
�

B+
Dxn(ζ|u|p)dx ≤ C

�
B+

(
|u|p + |u|p−1Dxnu

)
dx ≤

≤ C

�
B+

|u|p +
n∑

j=1
|Dju|p

 dx ≤ C∥u∥p
W 1,p(U).

Consideriamo ora il caso in cui ∂U non sia necessariamente piatto vicino ad x0. Sia Φ
il diffeomorfismo, con inversa Ψ, che appiattisce ∂U in un intorno di x0. Introduciamo



60 CAPITOLO 1. SPAZI DI SOBOLEV

le notazioni y = Φ(x), x = Ψ(y) e u′(y) = u(Ψ(y)). Applicando la stima fatta nel caso
precedente e cambiando variabili si ottiene la maggiorazione

�
Γ
|u|pdS ≤ C∥u∥p

W 1,p(U)

dove ora Γ è un qualche aperto di ∂U contenente x0.

A questo punto, dalla compattezza di ∂U , segue che esisterà un numero finito di
xj ∈ ∂U e di Γj aperti in ∂U tali che ∂U = ⋃m

j=1 Γj e per ogni j = 1, . . . ,m

∥u∥Lp(Γj) ≤ C∥u∥W 1,p(U).

Detto quindi Tu = u|∂U , lineare per costruzione, si ha

∥Tu∥Lp(∂U) ≤
m∑

j=1
∥Tu∥Lp(Γj) ≤ C̃∥u∥W 1,p(U)

che fornisce la tesi in questo caso.

Consideriamo ora il caso generale, ossia u ∈ W 1,p(U). Per il Teorema (3.13), esiste
(um) in C∞(U) tale che um → u in W 1,p(U). Essendo convergente, allora (um) è di
Cauchy. Da fatto che

∥Tum − Tul∥Lp(∂U) = ∥T (um − ul)∥Lp(∂U) ≤ C∥um − ul∥W 1,p(U)

otteniamo che anche (Tum) è una successione di Cauchy. Ma dal fatto che Lp(∂U) è di
Banach risulta che (Tum) è convergente. Risulta quindi ben definita l’estensione

Tu = lim
m
Tum,

infatti se si avesse anche (vm) in C∞(U) tale che vm → u in W 1,p(U), risulterebbe

∥Tum − Tvl∥Lp(∂U) ≤ C∥um − vl∥W 1,p(U)

e dal fatto che
lim
m
um = lim

l
vl = u

si ha pertanto che
lim

l
Tvl = Tu.

Infine, se u ∈ W 1,p(U) ∩ C(U), allora um → u uniformemente e quindi dal fatto che il
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limite uniforme di applicazioni continue è continuo si ha

Tu = lim
m
Tum = lim

m
um|∂U = u|∂U

e la dimostrazione è conclusa.

(5.2) Definizione Siano 1 ≤ p < ∞ ed U limitato con ∂U di classe C1. Chiamiamo
Tu la traccia di u su ∂U .

Il seguente risultato permette di caratterizzare pienamente gli elementi di W 1,p
0 (U)

come gli zeri dell’operatore di traccia. In questo senso risulta ora ragionevole l’espressione
fare zero al bordo per queste applicazioni.

(5.3) Teorema Siano 1 ≤ p < ∞, U limitato con ∂U di classe C1 ed u ∈ W 1,p(U). I
seguenti fatti sono equivalenti:

(a) u ∈ W 1,p
0 (U),

(b) Tu = 0 su ∂U .

Dimostrazione.
(a) =⇒ (b) Supponiamo u ∈ W 1,p

0 (U), allora esiste una successione (um) in C∞
c (U) tale

che um → u in W 1,p(U). Per continuità dell’operatore di traccia si ha che su ∂U

Tu = lim
m
Tum = lim

m
0 = 0.

(b) =⇒ (a) Sia u ∈ W 1,p(U) tale che Tu = 0 su ∂U .
Senza perdita di generalità possiamo limitarci al caso u ∈ W 1,p(Rn

+) con Tu = 0 su
∂Rn

+ = Rn−1.8

Dal fatto che Tu = 0 su Rn−1, segue che esiste una successione (um) in C1(Rn
+), tale

che um → u in W 1,p(Rn
+) e Tum = um|Rn−1 → 0 in Lp(Rn−1).

Indicando x = (x, xn), dove possiamo orientare gli assi in modo da avere xn ≥ 0, dal
Teorema fondamentale del calcolo integrale segue

|um(x′, xn)| ≤ |um(x′, 0)| +
� xn

0
|Dxnum(x′, t)|dt

8Si tratta di appiattire il bordo di U , considerare, come nel teorema di estensione, una partizione
dell’unità (ξi) e scrivere u =

∑∞
i=0 uξi. A questo punto possiamo ragionare sui singoli termini della serie,

che sono a supporto compatto e quindi definibili su tutto Rn
+.
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da cui
|um(x′, xn)|p ≤ C

(
|um(x′, 0)|p +

(� xn

0
|Dxnum(x′, t)|dt

)p)
.

Integrando in x′, otteniamo
�
Rn−1

|um(x′, xn)|pdx′ ≤ C

(�
Rn−1

|um(x′, 0)|pdx′ +
�
Rn−1

(� xn

0
|Dum(x′, t)|dt

)p

dx′
)

ma per la disuguaglianza di Holder,

� xn

0
|Dum(x′, t)|dt ≤ x

p−1
p

n

(� xn

0
|Dum(x′, t)|pdt

) 1
p

,

perciò
�
Rn−1

|um(x′, xn)|pdx′ ≤ C

(�
Rn−1

|um(x′, 0)|pdx′ + xp−1
n

�
Rn−1

� xn

0
|Dum(x′, t)|pdtdx′

)
.

A questo punto, dal fatto che um → u in W 1,p(Rn
+) e Tum = um|Rn−1 → 0 in Lp(Rn−1),

combinato con il Lemma di Fatou ed il Teorema di Fubini–Tonelli, risulta che per q.o.
xn ≥ 0

(5.4)
�
Rn−1

|u(x′, xn)|pdx′ ≤ Cxp−1
n

� xn

0

�
Rn−1

|Du(x′, t)|pdx′dt.

Sia ora ζ ∈ C∞(R+) tale che ζ = 1 in [0, 1], ζ = 0 in R \ [0, 2] e 0 ≤ ζ ≤ 1. Consideriamo
le successioni (ζm) e (wm) in Rn

+ tali che

ζm(x) = ζ(mxn),

wm(x) = u(x)(1 − ζm(x)).

Chiaramente
Dxnwm(x) = (1 − ζm(x))Dxnu(x) −muζ ′

m(x),

Dx′wm(x) = (1 − ζm(x))Dx′u(x).

Di conseguenza,

�
Rn

+

|Dwn −Du|pdLn ≤ C

�
Rn

+

|ζm|p|Du|pdLn + Cmp

� 2
m

0

�
Rn−1

|u|pdx′dt.
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A questo punto, per (5.4),

Cmp

� 2m

0

�
Rn−1

|u|pdx′dt ≤ Cmp

� 2
m

0
tp−1dt

� 2
m

0

�
Rn−1

|Du|pdx′dt ≤

≤ C

� 2
m

0

�
Rn−1

|Du|pdx′dt

e quindi dal Teorema della convergenza dominata si ha che Dwm → Du in Lp(Rn
+). Dal

fatto che, chiaramente, wm → u in Lp(Rn
+) possiamo quindi affermare che wm → u in

W 1,p(Rn
+). Dal fatto che wm = 0 se 0 < xn < 1

m
, segue che possiamo regolarizzare

la successione (wm) producendo una successione (um) in C∞
c (Rn

+) tale che um → u in
W 1,p(Rn

+), ossia u ∈ W 1,p
0 (Rn

+).

6 Teoremi di immersione

Se u ∈ W 1,p(U), per definizione u ∈ Lp(U). In questa sezione vediamo come il fatto
che anche Dju ∈ Lp(U), fornisca un guadagno sulla sommabilità di u.

Iniziamo facendo un piccolo esperimento.

(6.1) Osservazione Sia 1 ≤ p < n. Supponiamo che esistano C > 0 e q ∈ [1,∞[ tali
che per ogni u ∈ C∞

c (Rn) si abbia

∥u∥Lq(Rn) ≤ C∥Du∥Lp(Rn).

Sia λ > 0 e definiamo uλ(x) = u(λx). Applicando la disuguaglianza a uλ otteniamo

1
λ

n
q

∥u∥Lq(Rn) ≤ C
λ

λ
n
p

∥Du∥Lp(Rn)

da cui
∥u∥Lq(Rn) ≤ Cλ1− n

p
+ n

q ∥Du∥Lp(Rn).

Se, per assurdo, 1 − n
p

+ n
q

̸= 0 siamo di fronte a due casi:

• se 1 − n
p

+ n
q
> 0, mandando λ → 0, si ottiene una contraddizione,

• se 1 − n
p

+ n
q
< 0, mandando λ → ∞, si ottiene ancora una contraddizione.

Perciò l’esponente deve essere necessariamente nullo, ossia q = np
n−p

.

La precedente osservazione motiva la seguente definizione.
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(6.2) Definizione Per ogni p ∈ [1,∞], poniamo

p∗ :=

∞ se p = n,

np
n−p

se p < n.

Diciamo che p∗ è l’esponente coniugato di Sobolev di p.

È evidente che p∗ > p e
1
p∗ = 1

p
− 1
n
.

Vedremo più avanti il motivo per cui non abbiamo speso fatica cercando di estendere la
definizione di esponente coniugato di Sobolev anche per p > n. In ogni caso, iniziamo
studiando il caso p < n.

(6.3) Teorema (disuguaglianza di Gagliardo–Nirenberg–Sobolev) Sia p ∈ [1, n[.
Allora esiste C > 0, dipendente solo da p e n, tale che per ogni u ∈ C1

c (Rn) si abbia

∥u∥Lp∗ (Rn) ≤ C∥Du∥Lp(Rn).

Dimostrazione. Consideriamo innanzitutto il caso p = 1. Allora p∗ = n
n−1 e dal Teorema

fondamentale del calcolo integrale, siccome u(y) = 0 per ogni y /∈ supt(u),

u(x) =
� xi

−∞
Dxi

u(x1, . . . , xi−1, yi, xi+1, . . . , xn)dyi,

da cui
|u(x)| ≤

� +∞

−∞
|Du(x1, . . . , xi−1, yi, xi+1, . . . , xn)|dyi.

Allora,

|u(x)|
n

n−1 ≤
n∏

i=1

(� +∞

−∞
|Du(x1, . . . , xi−1, yi, xi+1, . . . , xn)|dyi

) 1
n−1

per ogni x ∈ Rn. Effettuiamo ora una prima integrazione rispetto ad x1,

� +∞

−∞
|u|

n
n−1dx1 ≤

� +∞

−∞

n∏
i=1

(� +∞

−∞
|Du(x1, . . . , xi−1, yi, xi+1, . . . , xn)|dyi

) 1
n−1

dx1 =

=
� +∞

−∞

(� +∞

−∞
|Du|dy1

) 1
n−1 n∏

i=2

(� +∞

−∞
|Du|dyi

) 1
n−1

dx1 =

=
(� +∞

−∞
|Du|dy1

) 1
n−1

� +∞

−∞

n∏
i=2

(� +∞

−∞
|Du|dyi

) 1
n−1

dx1
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e per la disuguaglianza di Holder generalizzata otteniamo

� +∞

−∞
|u|

n
n−1dx1 ≤

(� +∞

−∞
|Du|dy1

) 1
n−1

(
n∏

i=2

� +∞

−∞

� +∞

−∞
|Du|dyidx1

) 1
n−1

.

Procediamo ora con una integrazione rispetto ad x2,
� +∞

−∞

� +∞

−∞
|u|

n
n−1dx1dx2 ≤

≤
� +∞

−∞

(� +∞

−∞
|Du|dy1

) 1
n−1

(
n∏

i=2

� +∞

−∞

� +∞

−∞
|Du|dyidx1

) 1
n−1

dx2,

quindi
� +∞

−∞

� +∞

−∞
|u|

n
n−1dx1dx2 ≤

≤
(� +∞

−∞

� +∞

−∞
|Du|dx1dy2

) 1
n−1

� +∞

−∞

(� +∞

−∞
|Du|dy1

) 1
n−1 n∏

i=3

(� +∞

−∞

� +∞

−∞
|Du|dx1dyi

) 1
n−1

dx2

ed applicando nuovamente la disuguaglianza di Holder generalizzata si ha
� +∞

−∞

� +∞

−∞
|u|

n
n−1dx1dx2 ≤

≤
(� +∞

−∞

� +∞

−∞
|Du|dx1dy2

) 1
n−1

(� +∞

−∞

� +∞

−∞
|Du|dy1dx2

) 1
n−1

n∏
i=3

(� +∞

−∞

� +∞

−∞

� +∞

−∞
|Du|dx1dx2dyi

) 1
n−1

dove i primi due integrali sono uguali per il Teorema di Fubini–Tonelli. A questo punto,
procedendo ricorsivamente ed applicando il Teorema di Fubini–Tonelli si ottiene

�
Rn

|u|
n

n−1dLn ≤
n∏

i=1

(�
Rn

|Du|dLn

) 1
n−1

=
(�

Rn

|Du|dLn

) n
n−1

ossia ∥u∥ n
n−1

≤ ∥Du∥1. Consideriamo ora il caso 1 < p < n. Dato γ > 1, applichiamo la
stima precedente a v = |u|γ

(�
Rn

|u|
γn

n−1dLn

)n−1
n

≤
�
Rn

γ|u|γ−1|Du|dLn
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ed utilizzando la disuguaglianza di Holder

(�
Rn

|u|
γn

n−1dLn

)n−1
n

≤ C

(�
Rn

|u|
(γ−1)p

p−1 dLn

) p−1
p
(�

Rn

|Du|pdLn

) 1
p

.

La posizione9 γ = p(n−1)
n−p

che corrisponde alla condizione

γn

n− 1 = (γ − 1) p

p− 1

fornisce
γn

n− 1 = p∗

e (�
Rn

|u|p∗
dLn

) 1
p∗

≤ C

(�
Rn

|Du|pdLn

) 1
p

che è la tesi.

(6.4) Osservazione L’ipotesi di supporto compatto nel Teorema (6.3) è necessaria: basti
pensare alle funzioni costanti. Se per assurdo si potesse eliminare l’ipotesi, otterremmo
+∞ ≤ 0. Comunque C non dipende dall’ampiezza del supporto in quanto non dipende da
u.

(6.5) Teorema (di Sobolev) Siano 1 ≤ p < n, U limitato con ∂U di classe C1 e
u ∈ W 1,p(U). Allora u ∈ Lp∗(U) ed esiste C, dipendente solo da p, n ed U , tale che

∥u∥Lp∗ (U) ≤ C∥u∥W 1,p(U).

Dimostrazione. Innanzitutto per il Teorema di estensione, sia u = Eu ∈ W 1,p(Rn) tale
che u = u q.o. in U , u è a supporto compatto in Rn e

∥u∥W 1,p(Rn) ≤ C∥u∥W 1,p(U).

Siccome u è a supporto compatto, per il Teorema di locale approssimazione con funzione
lisce, esiste (uh) in C∞

c (Rn) tale che uh → u in W 1,p(Rn). Ora, dalla Disuguaglianza di
Sobolev,

∥uh − uk∥Lp∗ (Rn) ≤ C∥Duh −Duk∥Lp(Rn)

9It’s a kind of magic!
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allora (uh) è di Cauchy in Lp∗(Rn), per cui è convergente ad un certo v in Lp∗(Rn). Per
unicità del limite10 si ha che u = v q.o. in Rn. Ora, per il Teorema (6.3),

∥uh∥Lp∗ (Rn) ≤ C∥Duh∥Lp(Rn)

e se h → +∞
∥u∥Lp∗ (Rn) ≤ C∥Du∥Lp(Rn) ≤ C∥u∥W 1,p(Rn),

ma
∥u∥W 1,p(Rn) ≤ C∥u∥W 1,p(U)

e sicuramente
∥u∥Lp∗ (U) ≤ C∥u∥Lp∗ (Rn)

da cui
∥u∥Lp∗ (U) ≤ C∥u∥W 1,p(U).

(6.6) Proposizione Siano 1 ≤ p < n, U limitato con ∂U di classe C1 e u ∈ W 1,p(U).
Allora per ogni q ∈ [1, p∗], u ∈ Lq(U) ed esiste C, dipendente solo da p, q, n ed U , tale che

∥u∥Lq(U) ≤ C∥u∥W 1,p(U).

Dimostrazione. Discende da Teorema (6.5) e dall’incapsulamento degli spazi di Lebesgue
per U limitato.

Vediamo ora una disuguaglianza che, limitatamente alle u ∈ W 1,p
0 (U), estende al caso

di un dominio limitato la disuguaglianza di Gagliardo–Nirenberg–Sobolev.

(6.7) Teorema (disuguaglianza di Poincaré) Siano 1 ≤ p < +∞, U limitato e
u ∈ W 1,p

0 (U). Allora per ogni q ∈ [1, p∗], u ∈ Lq(U) ed esiste C, dipendente solo da p, q, n
ed U , tale che

∥u∥Lq(U) ≤ C∥Du∥Lp(U).

Dimostrazione. Vediamo solo il caso 1 ≤ p < n. Per definizione esiste (um) in C∞
c (U)

tale che um → u in W 1,p(U). Per il Teorema (6.3),

∥um∥Lp∗ (Rn) ≤ C∥Dum∥Lp(Rn) = C∥Dum∥Lp(U)

10Basta passare a delle sottosuccessioni per verificarlo esplicitamente.
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e analogamente ∥um∥Lp∗ (Rn) = ∥um∥Lp∗ (U), così che

(6.8) ∥um∥Lp∗ (U) ≤ C∥Dum∥Lp(U).

Il secondo membro converge per definizione a C∥Du∥Lp(U). Per quanto riguarda il primo
membro è sufficiente osservare che esiste una sottosuccessione (umk

) convergente a u q.o.
in U , per cui, per il Lemma di Fatou,

∥u∥Lp∗ (U) ≤ lim inf
k

∥umk
∥Lp∗ (U)

e, quindi, scrivendo la (6.8) per la sottosuccessione (umk
) e passando al lim inf si ha

∥u∥Lp∗ (U) ≤ C∥Dum∥Lp(U).

Dall’incapsulamento degli spazi di Lebesgue per U limitato segue la tesi.

(6.9) Osservazione Vale la pena osservare che, limitatamente al caso p < n e q = p∗, è
possibile rimuovere le ipotesi di limitatezza su U . In particolare, in questo caso la costante
C dipende solo da p ed n.

(6.10) Osservazione In W 1,p
0 (U) la norma ∥Du∥Lp(U) è equivalente alla norma ∥u∥W 1,p(U).

Infatti già sappiamo che
∥Du∥Lp(U) ≤ c1∥u∥W 1,p(U).

Per la Disuguaglianza di Poincaré otteniamo proprio l’altra stima. In particolare H1
0 (U)

munito della norma del gradiente è uno spazio di Hilbert.

(6.11) Proposizione (disuguaglianza di Poincaré duale) Siano n
n−1 < q ≤ +∞ e

u ∈ L
nq

n+q (U). Allora , u ∈ W−1,q(U) ed esiste C, dipendente solo da n e q, tale che

∥u∥W −1,q(U) ≤ C∥u∥
L

nq
n+q (U)

,

dove si pone nq
n+q

= n ogniqualvolta q = +∞.

Dimostrazione. Data u ∈ L
nq

n+q (U), consideriamo Tu : W 1,q′

0 (U) → R tale che

⟨Tu, v⟩ =
�

U

uvdLn.
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A meno di identificare u e Tu, per la disuguaglianza di Holder11,

|⟨u, v⟩| ≤
�

U

|u||v|dLn ≤ ∥u∥
L

nq
n+q (U)

∥v∥L(q′)∗ (U)

e, per la disuguaglianza di Poincaré,

|⟨u, v⟩| ≤ ∥u∥
L

nq
n+q (U)

C∥v∥
W 1,q′

0 (U),

da cui la tesi.

(6.12) Osservazione La disuguaglianza di Poincaré duale può essere dimostrata anche
semplicemente osservando il seguente fatto generale: consideriamo X, Y due spazi di
Banach su R tali che X ⊆ Y . Se l’immersione X ↪→ Y è continua, allora l’immersione
Y ′ ↪→ X ′ è continua.12

Dalla disuguaglianza di Poincaré, sappiamo che l’immersione W 1,q′

0 (U) ↪→ L(q′)∗(U)
è continua, quindi lo è anche l’immersione (L(q′)∗(U))′ ↪→ W−1,q(U). In altre parole,
l’immersione (L((q′)∗)′(U)) ↪→ W−1,q(U) è continua. A questo punto è sufficiente osservare
che ((q′)∗)′ = nq

n+q
.

(6.13) Osservazione Dal fatto che

lim
n→p

np

n− p
= +∞,

parrebbe ragionevole aspettarsi che se u ∈ W 1,n(U), allora u ∈ L∞(U). Tuttavia per
n > 1 ciò è falso.

Vediamo un controesempio che giustifica l’Osservazione (6.13).

(6.14) Esempio 13 Sia U = B(0, 1) in R2 e

u(x) = ln
(

ln
(

1 + 1
|x|

))
.

11Siccome
(

nq
n+q

)′
= (q′)∗.

12Questo deriva dal fatto che, essendo X ⊆ Y , a meno di identificare φ ∈ Y ′ con φ|X , l’immersione è
ben definita e lineare. La continuità segue osservando che per ogni φ ∈ Y ′

∥φ∥X′ = sup
|z|≤1
z∈X

|⟨φ, x⟩| ≤ sup
|z|≤1
z∈Y

|⟨φ, x⟩| = ∥φ∥Y ′ .

13Con leggere varianti si può fare anche in Rn.
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Chiaramente u /∈ L∞(U). Mostriamo che u ∈ W 1,2(U). Passando alle coordinate polari
si vede subito che

�
U

ln2
(

ln
(

1 + 1
|x|

))
dL2(x) ∼

� 1

0
ln2

(
ln
(

1 + 1
ρ

))
ρdρ.

Ora, posto y = ln
(
1 + 1

ρ

)
,

� 1

0
ln2

(
ln
(

1 + 1
ρ

))
ρdρ ∼

� +∞

ln 2

ey ln2 y

(ey − 1)3dy ∼
� +∞

ln 2

ln2 y

e2y
dy.

Ricordando che ln y ≤ y − 1 per ogni y > 0,
� +∞

ln 2

ln2 y

e2y
dy ≤

� +∞

ln 2

(y − 1)2

e2y
dy ∼

� +∞

ln 2

y2

e2y
dy.

Se effettuiamo il cambio di variabile y = ln k, otteniamo
� +∞

ln 2

y2

e2y
dy =

� +∞

2

1
k3|ln k|−2dk < +∞

da cui u ∈ L2(U). Invece, sempre utilizzando le coordinate polari osserviamo che

�
U

|Du(x)|2dL2(x) ∼
� 1

0

1
ρ(ρ+ 1)2 ln2(1 + 1

ρ
)
dρ ∼

� 1

0

1
ρ ln2(1 + 1

ρ
)
dρ.

Ora, posto y = ln
(
1 + 1

ρ

)
,

� 1

0

1
ρ ln2(1 + 1

ρ
)
dρ ∼

� +∞

ln 2

1
y2dy < +∞

da cui anche Du ∈ L2(U).

Il caso p = n è gestito dalla Disuguaglianza di Trudinger–Moser, che non trattiamo
nei dettagli. Passiamo quindi al caso p > n.

(6.15) Notazione Se u ∈ Cb(U) e γ ∈ ]0, 1], indichiamo con

[u]C0,γ(U) = sup
x,y∈U

x ̸=y

|u(x) − u(y)|
|x− y|γ

e
∥u∥C0,γ(U) = ∥u∥∞ + [u]C0,γ(U) .
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(6.16) Definizione Sia γ ∈ ]0, 1] e k ≥ 0. Chiamiamo spazio di Holder, denotato con
Ck,γ(U), l’insieme delle u ∈ Ck(U) tali che

∥u∥Ck,γ(U) =
∑

|α|≤k

∥Dαu∥∞ +
∑

|α|≤k

[Dαu]C0,γ(U) < +∞.

(6.17) Proposizione Sia γ ∈ ]0, 1] e k ≥ 0. Allora ∥ ∥Ck,γ(U) è una norma su Ck,γ(U).
Inoltre

(
Ck,γ(U), ∥ ∥Ck,γ(U)

)
è uno spazio di Banach su R.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

Non è invece una norma [ ]C0,γ(U) in quanto nulla su tutte le funzioni costanti.

(6.18) Teorema (disuguaglianza di Morrey) Siano n < p ≤ ∞ e γ = 1 − n
p
. Allora

esiste C, dipendente solo da p e n, tale che per ogni u ∈ C1(Rn) si abbia

∥u∥C0,γ(Rn) ≤ C∥u∥W 1,p(Rn).

Dimostrazione. Limitiamo la dimostrazione al caso p ̸= ∞. Sia x ∈ Rn ed r > 0.
Mostriamo che esiste C, dipendente solo da n tale che

 
B(x,r)

|u(y) − u(x)|dLn(y) ≤ C

�
B(x,r)

|Du(y)|
|y − x|n−1dL

n(y).

Siano w ∈ ∂B(0, 1) e s ∈ ]0, r[. Chiaramente |w| = 1 e x+ sw ∈ ∂B(x, s). Inoltre, per il
Teorema fondamentale del calcolo integrale,

|u(x+ sw) − u(x)| =
∣∣∣∣∣
� s

0

d

dt
u(x+ tw)dt

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
� s

0
Du(x+ tw) · wdt

∣∣∣∣∣ ≤
� s

0
|Du(x+ tw)|dt.

Integriamo ora rispetto a w, ottenendo
�

∂B(0,1)
|u(x+ sw) − u(x)|dHn−1(w) ≤

� s

0

�
∂B(0,1)

|Du(x+ tw)|dHn−1(w)dt.

Consideriamo l’integrale �
B(x,s)

|Du(y)|
|x− y|n−1dL

n(y)

ed applichiamogli il cambio di variabile φ : ]0, s[ × ∂B(0, 1) → B(x, s) tale che y =
φ(t, w) = x+ tw ottenendo

�
B(x,s)

|Du(y)|
|x− y|n−1dL

n(y) =
� s

0

�
∂B(0,1)

|Du(x+ tw)|t
n−1

tn−1dH
n−1(w)dt.
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Pertanto,
�

∂B(0,1)
|u(x+ sw) − u(x)|dHn−1(w) ≤

�
B(x,s)

|Du(y)|
|x− y|n−1dL

n(y) ≤

≤
�

B(x,r)

|Du(y)|
|x− y|n−1dL

n(y).

Se ora moltiplichiamo ambo i membri per sn−1 ed integriamo rispetto ad s otteniamo
� r

0
sn−1

�
∂B(0,1)

|u(x+ sw) − u(x)|dHn−1(w)ds ≤
� r

0
sn−1

�
B(x,r)

|Du(y)|
|x− y|n−1dL

n(y)ds

ossia �
B(x,r)

|u(y) − u(x)|dLn(y) ≤ rn

n

�
B(x,r)

|Du(y)|
|x− y|n−1dL

n(y).

Dividendo ambo i membri per la misura di B(x, r) otteniamo proprio
 

B(x,r)
|u(y) − u(x)|dLn(y) ≤ C

�
B(x,r)

|Du(y)|
|y − x|n−1dL

n(y).14

Mostriamo ora che
�

B(x,r)

1
|x− y|(n−1) p

p−1
dLn(y) = Cr

p−n
p−1 < +∞.

Per fare ciò effettuiamo prima di tutto il cambio di variabile z = x− y,
�

B(x,r)

1
|x− y|(n−1) p

p−1
dLn(y) =

�
B(0,r)

1
|z|(n−1) p

p−1
dLn(z)

ed utilizzando poi le coordinate ipersferiche, ricordando che n < p,
�

B(0,r)

1
|z|(n−1) p

p−1
dLn(z) = C

� r

0
ρ

1−n
p−1 dρ = Cr

p−n
p−1 < +∞.

A questo punto, dato x ∈ Rn e y ∈ B(x, 1),

|u(x)| ≤ |u(x) − u(y)| + |u(y)|

e quindi, integrando in media rispetto a y,

|u(x)| ≤
 

B(x,1)
|u(x) − u(y)|dLn(y) +

 
B(x,1)

|u(y)|dLn(y)

14A voler essere precisi, fino ad ora non abbiamo usato nessuna delle ipotesi del Teorema.
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e, se nel primo integrale applichiamo la stima ricavata sopra e nel secondo la disuguaglianza
di Holder otteniamo

|u(x)| ≤ C

�
B(x,1)

|Du(y)|
|y − x|n−1dL

n(y) + C∥u∥Lp(B(x,1)).

Se applichiamo la disuguaglianza di Holder al primo integrale possiamo scrivere

�
B(x,1)

|Du(y)|
|y − x|n−1dL

n(y) ≤
(�

B(x,1)
|Du|pdLn

) 1
p
(�

B(x,1)

1
|x− y|(n−1) p

p−1
dLn(y)

) p−1
p

.

Allora possiamo scrivere
|u(x)| ≤ C∥u∥W 1,p(Rn)

e dall’arbitrarietà di x, possiamo passare al sup ottenendo

(6.19) ∥u∥∞ ≤ C∥u∥W 1,p(Rn).

Siano ora x, y ∈ Rn ed indichiamo con r = |x − y| e con W = B(x, r) ∩ B(y, r). Se
w ∈ W ,

|u(x) − u(y)| ≤ |u(x) − u(w)| + |u(y) − u(w)|

e quindi procedendo con un’integrazione mediata rispetto a w

|u(x) − u(y)| ≤
 

W

|u(x) − u(w)|dLn(w) +
 

W

|u(y) − u(w)|dLn(w) ≤

≤
 

B(x,r)
|u(x) − u(w)|dLn(w) +

 
B(y,r)

|u(y) − u(w)|dLn(w).

Siccome  
B(x,r)

|u(x) − u(w)|dLn(w) ≤ C

�
B(x,r)

|Du(y)|
|y − x|n−1dL

n(y)

e applicando la disuguaglianza di Holder

�
B(x,r)

|Du(y)|
|y − x|n−1dL

n(y) ≤ C

(�
B(x,r)

|Du|pdLn

) 1
p
(�

B(x,r)

1
|x− y|(n−1) p

p−1
dLn(y)

) p−1
p

≤

≤ Cr1− n
p ∥Du∥Lp(Rn).

Analogamente vale una stima simile per il secondo addendo, da cui

|u(x) − u(y)| ≤ Cr1− n
p ∥Du∥Lp(Rn) = C|x− y|1− n

p ∥Du∥Lp(Rn)
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e, per l’arbitrarietà di x, y,

(6.20) [u]C0,γ(Rn) ≤ C∥Du∥Lp(Rn).

La tesi segue combinando (6.19) e (6.20).

(6.21) Teorema (di Morrey) Siano n < p ≤ ∞, γ = 1− n
p
, U limitato con ∂U di classe

C1 e u ∈ W 1,p(U). Allora esiste C, dipendente solo da p, n e U , e un rappresentante
della classe di equivalenza u, indicato con u∗, tale che u∗ ∈ C0,γ(U)

∥u∗∥C0,γ(U) ≤ C∥u∥W 1,p(U).

Dimostrazione. Innanzitutto per il Teorema di estensione, sia u = Eu ∈ W 1,p(Rn) tale
che u = u q.o. in U , u è a supporto compatto in Rn e

∥u∥W 1,p(Rn) ≤ C∥u∥W 1,p(U).

Dal fatto che u è a supporto compatto, esiste (uh) in C∞
c (Rn) tale che uh → u in W 1,p(Rn).

Ora, dalla Disuguaglianza di Morrey,

∥uh − uk∥C0,γ(Rn) ≤ C∥uh − uk∥W 1,p(Rn)

allora (uh) è di Cauchy in C0,γ(Rn), per cui è convergente ad un certo u∗ in C0,γ(Rn).
Per unicità del limite puntuale si ha che u = u∗ q.o. in U . Sempre per la Disuguaglianza
di Morrey,

∥uh∥C0,γ(U) ≤ ∥uh∥C0,γ(Rn) ≤ C∥uh∥W 1,p(Rn)

e se h → +∞
∥u∗∥C0,γ(U) ≤ C∥u∥W 1,p(Rn),

da cui
∥u∗∥C0,γ(U) ≤ C∥u∥W 1,p(U).

Ricapitolando, se U limitato con ∂U di classe C1, le seguenti immersioni sono continue:

Sobolev (1 ≤ p < n) W 1,p(U) ↪→ Lq(U) per ogni 1 ≤ q ≤ p∗,

Trudinger–Moser (p = n) W 1,n(U) ↪→ Lq(U) per ogni 1 ≤ q < ∞,

Morrey (p > n) W 1,p(U) ↪→ C0,1− n
p (U), quindi, in particolare, W 1,p(U) ↪→ Lq(U) per

ogni 1 ≤ q ≤ ∞.
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In altre parole, all’aumentare di p rispetto ad n si ha un guadagno sempre maggiore sulla
regolarità.

Vediamo alcune interessanti conseguenze nel caso p > n.

(6.22) Osservazione In R, se U limitato con ∂U di classe C1, ogni u ∈ H1(U) ammette
un rappresentante continuo.

(6.23) Proposizione Siano U limitato con ∂U di classe C1 ed u : U → R. I seguenti
fatti sono equivalenti:

(a) u è lipschitziana,

(b) u ∈ W 1,∞(U).

Dimostrazione. Supponiamo U = Rn ed u a supporto compatto in U. Il caso generale
segue dal Teorema di estensione.
(b) =⇒ (a) Se u ∈ W 1,∞(Rn), allora uε = ϱε ∗ u è tale che uε → u uniformemente per
ε → 0, in quanto esiste un rappresentante holderiano, quindi continuo, e

∥Duε∥L∞(Rn) ≤ ∥Du∥L∞(Rn).

Dati x, y ∈ Rn tali che x ̸= y, per il Teorema fondamentale del calcolo integrale,

|uε(x) − uε(y)| ≤
� 1

0
|Duε(tx+ (1 − t)y)|dt|x− y| ≤ ∥Duε∥L∞(Rn)|x− y|

da cui
|uε(x) − uε(y)| ≤ ∥Du∥L∞(Rn)|x− y|

e, per ε → 0, dal fatto che il limite uε → u è uniforme, segue la lipschitzianità di u.
(a) =⇒ (b) Supponiamo u lipschitziana. Allora esiste C > 0 tale che per ogni x, y ∈ Rn

|u(x) − u(y)| ≤ C|x− y|.

Consideriamo (hk) tale che hk → 0. Allora

|u(x− hkej) − u(x)| ≤ Chk

da cui
D−hk

j u(x) ≤ C
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e quindi ∥D−hk
j u∥∞ ≤ C ossia (D−hk

j u) limitata in L∞(Rn). Per l’Osservazione (3.11),
esiste w ∈ L∞ tale che, a meno di sottosuccessioni, per ogni φ ∈ L1(Rn) si abbia

�
D−hk

j uφdLn →
�
wφdLn

e quindi in particolare per ogni φ ∈ C∞
c (Rn). Ma per (3.16),

�
D−hk

j uφdLn = −
�
uDhk

j φdLn.

Allora per il Teorema della convergenza dominata, per ogni φ ∈ C∞
c (Rn)

�
uDjφdLn = −

�
wφdLn

da cui Dju = w ∈ L∞(Rn), ossia u ∈ W 1,∞(Rn).

(6.24) Osservazione In modo analogo u ∈ W 1,∞
loc (U) se e solo se u è localmente

lipschitziana in U . Inoltre, si può dimostrare che dati U un aperto qualunque e p ∈ ]n,∞[,
se u ∈ W 1,p(U) allora u ∈ C0,1− n

p (U).

(6.25) Teorema Sia n < p ≤ ∞. Se u ∈ W 1,p
loc (U) allora u è differenziabile q.o. in U .

In particolare, il gradiente di u è uguale al gradiente debole di u q.o. in U .

Dimostrazione. Consideriamo dapprima il caso p ̸= ∞. Innanzitutto, fissati x, y ∈ U

e posto r = |x − y|, per ogni v ∈ C1(B(x, 2r)), in modo analogo a quanto fatto per
dimostrare la disuguaglianza di Morrey, si ha che

|v(y) − v(x)| ≤ Cr1− n
p

(�
B(x,2r)

|Dv|pdLn

) 1
p

.

La precedente relazione, mediante approssimazione, vale poi per ogni v ∈ W 1,p(B(x, 2r)),
identificata con il suo rappresentante holderiano, quindi continuo. Sia ora u ∈ W 1,p

loc (U),
identificata con il suo rappresentante continuo. Per una variante del Teorema sui punti
di Lebesgue, per q.o. x ∈ U

lim
r→0

 
B(x,2r)

|Du(x) −Du(y)|pdLn(y) = 0.
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Scelta v(y) = u(y) − u(x) −Du(x) · (y − x), osservando che v(x) = 0,

|u(y) − u(x) −Du(x) · (y − x)| = |v(y) − v(x)| ≤ Cr1− n
p

(�
B(x,2r)

|Dv|pdLn

) 1
p

ossia

|u(y) − u(x) −Du(x) · (y − x)| ≤ Cr

( 
B(x,2r)

|Du(x) −Du(y)|pdLn(y)
) 1

p

e quindi

|u(y) − u(x) −Du(x) · (y − x)|
|y − x|

≤ C

( 
B(x,2r)

|Du(x) −Du(y)|pdLn(y)
) 1

p

.

Dal Teorema del confronto si ha la tesi.
Il caso p = ∞ è simile in quanto W 1,∞

loc (U) ⊆ W 1,p
loc (U) per ogni 1 ≤ p < ∞.

(6.26) Teorema (di Rademacher) Se u : U → R è localmente lipschitziana allora è
differenziabile q.o. in U .

Dimostrazione. Si tratta di combinare i risultati precedenti.

Di frequente utilità in situazioni non lineari è il seguente risultato.

(6.27) Teorema (disuguaglianza di Hardy) Siano n ≥ 3, r > 0 ed u ∈ H1(B(0, r)).
Allora u

|x| ∈ L2(B(0, r)). In particolare,

�
B(0,r)

u(x)
|x|

dLn(x) ≤ C

�
B(0,r)

(
|Du|2 + u2

r2

)
dLn.

Dimostrazione. Supponiamo u ∈ C∞(B(0, r)), il caso generale segue dal Teorema di
globale approssimazione con funzioni lisce.

Innanzitutto,

D

(
1

|x|

)
= − x

|x|3
,

allora, utilizzando la Formula di Gauss–Green,
�

B(0,r)

u(x)2

|x|2
dLn(x) =

�
B(0,r)

u(x)2

|x|2

(
− x

|x|

)
·
(

− x

|x|

)
dLn(x) =
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= −
�

B(0,r)
u(x)2D

(
1

|x|

)
· x

|x|
dLn(x),

quindi
�

B(0,r)

u(x)2

|x|2
dLn(x) = −

n∑
j=1

�
B(0,r)

u(x)2Dj

(
1

|x|

)
xj

|x|
dLn(x) =

= −
n∑

j=1

[�
∂B(0,r)

u(x)2

|x|2
xjνjdHn−1(x) −

�
B(0,r)

1
|x|
Dj

(
xj
u(x)2

|x|

)
dLn(x)

]
.

A questo punto, essendo

Dj

(
xj
u2

|x|

)
= u(x)2

|x|
Djxj+xjDj

(
u(x)2

|x|

)
= u(x)2

|x|
+2u(x)Dju(x) xj

|x|
+xju(x)2Dj

(
1

|x|

)
,

possiamo scrivere
�

B(0,r)

u(x)2

|x|2
dLn(x) =

�
B(0,r)

n∑
j=1

(
u(x)2

|x|2
+ 2u(x)Dju(x) xj

|x|2
+ xj

|x|
u(x)2Dj

(
1

|x|

))
dLn(x)+

−
�

∂B(0,r)
x · ν u(x)2

|x|2
dHn−1(x)

�
B(0,r)

u(x)2

|x|2
dLn(x) =

�
B(0,r)

(
n
u(x)2

|x|2
+ 2u(x)Du(x) · x

|x|2
+ u(x)2 x

|x|
·D

(
1

|x|

))
dLn(x)+

−
�

∂B(0,r)
x · ν u(x)2

|x|2
dHn−1(x) =

=
�

B(0,r)

(
(n− 1)u(x)2

|x|2
+ 2u(x)Du(x) · x

|x|2

)
dLn(x)+

−
�

∂B(0,r)
x · ν u(x)2

|x|2
dHn−1(x).

Allora,

(2−n)
�

B(0,r)

u(x)2

|x|2
dLn(x) = 2

�
B(0,r)

u(x)Du(x)· x

|x|2
dLn(x)−

�
∂B(0,r)

x·ν u(x)2

|x|2
dHn−1(x)

ed essendo ν = x
|x| = x

r
su ∂B(0, r), si ha

(2 − n)
�

B(0,r)

u(x)2

|x|2
dLn(x) = 2

�
B(0,r)

u(x)Du(x) · x

|x|2
dLn(x) − 1

r

�
∂B(0,r)

u2dHn−1.
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A questo punto, utilizzando la disuguaglianza di Young,
�

B(0,r)

u(x)2

|x|2
dLn(x) = 2

2 − n

�
B(0,r)

u(x)Du(x) · x

|x|2
dLn(x) − 1

2 − n

1
r

�
∂B(0,r)

u2dHn−1 ≤

≤ 2
2 − n

�
B(0,r)

|u(x)|
|x|

|Du(x)|dLn(x) − 1
2 − n

1
r

�
∂B(0,r)

u2dHn−1 ≤

≤ 1
2 − n

�
B(0,r)

|u(x)|2
|x|2

dLn(x) + 1
2 − n

�
B(0,r)

|Du|2dLn+

− 1
2 − n

1
r

�
∂B(0,r)

u2dHn−1,

e quindi

2n
n− 2

�
B(0,r)

u(x)2

|x|2
dLn(x) ≤ 1

2 − n

�
B(0,r)

|Du|2dLn − 1
2 − n

1
r

�
∂B(0,r)

u2dHn−1.

Allora,
�

B(0,r)

u(x)2

|x|2
dLn(x) ≤ − 1

2n

�
B(0,r)

|Du|2dLn + 1
2n

1
r

�
∂B(0,r)

u2dHn−1

ed esisterà C > 0 tale che
�

B(0,r)

u(x)2

|x|2
dLn(x) ≤ C

�
B(0,r)

|Du|2dLn + C

r

�
∂B(0,r)

u2dHn−1.

Osserviamo ora che, essendo r = x · ν,

r2
�

∂B(0,r)
u2dHn−1 =

�
B(0,r)

div
(
xu2

)
dLn(x) =

�
B(0,r)

(
nu2 + 2uDu · x

)
dLn(x)

ed applicando la disuguaglianza di Young,

r2
�

∂B(0,r)
u2dHn−1 ≤ C

�
B(0,r)

(
u2 + r2|Du|2

)
dLn.

Dividendo per r2 otteniamo la disuguaglianza

1
r

�
∂B(0,r)

u2dHn−1 ≤ C

�
B(0,r)

(
u2

r2 + |Du|2
)
dLn.

In conclusione, �
B(0,r)

u(x)
|x|

dLn(x) ≤ C

�
B(0,r)

(
|Du|2 + u2

r2

)
dLn
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e la dimostrazione è conclusa.

Volendo generalizzare tutti i ragionamenti fatti nel caso k = 1 alla situazione generale,
si arriva al seguente risultato.

(6.28) Teorema (immersioni di Sobolev) Sia U limitato con ∂U di classe C1 e
u ∈ W k,p(U). Valgono i seguenti fatti:

(a) se kp < n, allora se q è tale che

1
q

= 1
p

− k

n

si ha che u ∈ Lq(U) ed esiste C, dipendente solo da k, p, n ed U , tale che

∥u∥Lq(U) ≤ C∥u∥W k,p(U),

(b) se kp > n, allora se γ è tale che

γ =

⌊n
p
⌋ + 1 − n

p
se n

p
/∈ Z,

qualsiasi k ∈ ]0, 1[ altrimenti,

si ha che u ∈ Ck−⌊ n
p

⌋−1,γ(U) ed esiste C, dipendente solo da k, p, n, γ ed U tale che

∥u∥
C

k−⌊ n
p ⌋−1,γ(U) ≤ C∥u∥W k,p(U).

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

Possiamo schematizzare il precedente risultato nel seguente modo.
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L1

L2

L∞

W 2,p

H1 H2

W 1,p

W k,p

W k−1,p∗

1/p

k

7 Teoremi di compattezza

Presentiamo un risultato di compattezza per gli spazi di Sobolev nel caso 1 ≤ p < n.

(7.1) Teorema (di Rellich–Kondrachov, 1 ≤ p < n) Siano 1 ≤ p < n, U limitato
e con ∂U di classe C1. Allora, per ogni 1 ≤ q < p∗, l’immersione W 1,p(U) ↪→ Lq(U) è
compatta.

Dimostrazione. Sia (uh) una successione limitata in W 1,p(U). Allora esiste M > 0 tale
che per ogni h ∈ N,

∥uh∥W 1,p(U) ≤ M.

In particolare,
sup

h
∥uh∥W 1,p(U) ≤ M < +∞.

In conformità al Teorema di estensione siano V,W aperti limitati tali che U ⊆ V e
V ⊆ W e, per ogni h ∈ N, uh = Euh tali che uh = 0 in Rn \ V . In particolare, (uh)
limitata in W 1,p(U) e

sup
h

∥uh∥W 1,p(V ) < +∞.

Osserviamo subito che, essendo V limitato,

sup
h

∥uh∥L1(V ) < +∞.

Consideriamo le ε-mollificate delle uh, uε
h. Allora, per ε sufficientemente piccolo, le uε

h

avranno supporto compatto in W . In particolare uε
h = 0 in Rn \W .
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Mostriamo che
lim
ε→0

(
sup

h
∥uε

h − uh∥Lq(W )

)
= 0

ossia che uε
h → uh uniformemente in Lq(W ). Supponiamo inizialmente uh liscia. Si ha

che

|uε
h(x) − uh(x)| =

∣∣∣∣∣ 1
εn

�
B(0,ε)

ϱ
(
y

ε

)
uh(x− y)dLn(y) − uh(x)

�
B(0,1)

ϱ(y)dLn(y)
∣∣∣∣∣.

Operando un cambio di variabile nel primo integrale del tipo y′ = y
ε

possiamo scrivere,
denotando comunque la variabile di integrazione con y,

|uε
h(x) − uh(x)| ≤

�
B(0,1)

ϱ(y)|uh(x− εy) − uh(x)|dLn(y)

e per il Teorema fondamentale del calcolo integrale

|uh(x− εy) − uh(x)| =
∣∣∣∣∣
� 1

0

d

dt
uh(x− εty)dt

∣∣∣∣∣ ≤

≤
� 1

0
|Duh(x− εty) · (−εy)|dt ≤ ε

� 1

0
|Duh(x− εty)|dt,

quindi

|uε
h(x) − uh(x)| ≤ ε

�
B(0,1)

ϱ(y)
� 1

0
|Duh(x− εty)|dtdLn(y),

che integrata in W fornisce
�

W

|uε
h(x) − uh(x)|dLn(x) ≤ ε

�
W

�
B(0,1)

ϱ(y)
� 1

0
|Duh(x− εty)|dtdLn(y)dLn(x) =

= ε

�
B(0,1)

ϱ(y)
� 1

0

�
W

|Duh(x− εty)|dLn(x)dtdLn(y).

Operando il cambio di variabile z = x− εty, otteniamo
�

W

|Duh(x− εty)|dLn(x) =
�

Wε,t

|Duh(z)|dLn(z)

ma fuori da W si ha uh = 0, quindi
�

W

|Duh(x− εty)|dLn(x) =
�

W

|Duh(z)|dLn(z).
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Riassumendo, �
W

|uε
h(x) − uh(x)|dLn(x) ≤ ε

�
W

|Duh(z)|dLn(z).

Se invece uh ∈ W 1,p(V ), costruiamo una successione di funzioni lisce che la approssima e
poi con il Teorema della convergenza dominata otteniamo ancora la stessa stima, perciò
per la disuguaglianza di Holder si ha

∥uε
h − uh∥L1(W ) ≤ ε

�
W

|Duh(z)|dLn(z) ≤ εC∥Duh∥Lp(W ) ≤

≤ εC∥uh∥W 1,p(V ) ≤ εCsup
h

∥uh∥W 1,p(V ).

A questo punto, per la disuguaglianza di interpolazione, detto ϑ ∈ ]0, 1[ tale che

1
q

= ϑ+ (1 − ϑ)
p∗ ,

∥uε
h − uh∥Lq(W ) ≤ ∥uε

h − uh∥ϑ
L1(W )∥uε

h − uh∥(1−ϑ)
Lp∗ (W )

e per il Teorema di Sobolev,

∥uε
h − uh∥Lq(W ) ≤ C∥uε

h − uh∥ϑ
L1(W ) ≤ εϑC.

Passando al sup possiamo scrivere

sup
h

∥uε
h − uh∥Lq(W ) ≤ εϑC

ed il Teorema del confronto restituisce il limite desiderato. Mostriamo ora che, ad ε > 0
fissato, la successione (uε

h) è limitata ed equi-uniformemente continua. Innanzitutto,

|ϱε(x)| =
∣∣∣∣ 1
εn
ϱ
(
x

ε

)∣∣∣∣ ≤ 1
εn
,

quindi ∥ϱε∥L∞(Rn) ≤ 1
εn e per ogni h ∈ N,

|uε
h(x)| ≤

�
B(x,ε)

ϱε(x− y)|uh(y)|dLn(y) ≤ ∥ϱε∥L∞(Rn)∥uh∥L1(V ) ≤ C

εn
< +∞

e quindi
∥uε

h∥∞ ≤ C

εn
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da cui la limitatezza di (uε
h). Inoltre, in modo analogo si vede che

|Duε
h(x)| ≤ C

εn+1 < +∞.

Ora, dati x, y ∈ Rn, per la disuguaglianza di Lagrange, esiste ξ nel segmento congiungente
x, y tale che

|uε
h(x) − uε

h(y)| ≤ |Duε
h(ξ)||x− y|.

Dato η > 0, sia ζ > 0 tale che
ζ <

ηεn+1

C
.

Allora per ogni h ∈ N, per ogni x, y ∈ Rn tali che |x− y| < ζ,

|uε
h(x) − uε

h(y)| < η

per cui è equi-uniformemente continua su Rn. In particolare lo è su W .

Fissato δ > 0, mostriamo che esiste una sottosuccessione (uhj
) tale che

lim
j,k

∥uhj
− uhk

∥Lq(W ) ≤ δ.

Per fare ciò, sia ε > 0 sufficientemente piccolo, tale che

∥uε
h − uh∥Lq(W ) ≤ δ

2 .

Essendo poi le uε
h a supporto compatto in W 15, possiamo applicare il Teorema di Ascoli–

Arzelà ottenendo una sottosuccessione (uε
hj

) convergente uniformemente ad un qualche w
in W . In particolare, per ogni η > 0, esiste i ∈ N tale che per ogni j ≥ i,

∥uε
hj

− w∥∞ < η

e quindi
|uε

hj
(x) − w(x)|q < ηq.

Allora, per ogni j, k ≥ i,
�

W

|uε
hj

(x) − uε
hk

(x)|qdLn(x) < Cηq,

15Si usa quindi qui il fatto di aver esteso.
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ossia
lim
j,k

∥uε
hj

− uε
hk

∥Lq(W ) = 0.

Allora,

∥uhj
− uhk

∥Lq(W ) ≤ ∥uhj
− uε

hj
∥Lq(W ) + ∥uhk

− uε
hk

∥Lq(W ) + ∥uε
hj

− uε
hk

∥Lq(W ) ≤

≤ δ + ∥uε
hj

− uε
hk

∥Lq(W )

e passando al limite per j, k → +∞,

lim
j,k

∥uhj
− uhk

∥Lq(W ) ≤ δ.

Dato δ1 = 1, esiste quindi una sottosuccessione (uhj
) tale che

lim
j,k

∥uhj
− uhk

∥Lq(W ) ≤ 1.

Ora, dato δ2 = 1
2 , applicando lo stesso ragionamento a (uhj

), possiamo estrarre una
sottosuccessione (uhjl

) tale che

lim
l,k

∥uhjl
− uhjk

∥Lq(W ) ≤ 1
2 .

Procedendo ricorsivamente con δn = 1
n
, si ottiene applicando il metodo della diagonale di

Cantor, a meno di sottosuccessioni, una sottosuccessione (uhl
) tale che per ogni ε > 0

esiste n ∈ N tale che per ogni hl, hk ≥ n si abbia

∥uhl
− uhk

∥Lq(W ) < ε,

ossia (uhl
) è di Cauchy. A maggior ragione,

∥uhl
− uhk

∥Lq(U) < ε,

quindi (uhl
) è di Cauchy in Lq(U) e, per completezza di Lq(U), è convergente.

Vediamo un controesempio alla validità del Teorema di Rellich per q = p∗.

(7.2) Esempio Sia φ ∈ C∞
c (B(0, 1)). Consideriamo la successione (φh) tale che

φh(x) = h
n−p

p φ(hx).
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Evidentemente ha limite puntuale 0. Effettuando poi il cambio di variabile y = hx,

∥φh∥p∗

Lp∗ (B(0,1)) =
�

B(0,1)
hn|φ(hx)|p

∗
dLn(x) =

�
B(0,1)

|φ(y)|p∗
dLn(y) =: C > 0.

Invece, con lo stesso cambio di variabile,

∥φh∥p
W 1,p(B(0,1)) = hn−p

�
B(0,1)

|φ(hx)|pdLn(x) + hn

�
B(0,1)

|Dφ(hx)|pdLn(x) =

= 1
hp

�
B(0,1)

|φ (y)|pdLn(y) +
�

B(0,1)
|Dφ (y)|pdLn(y).

Chiaramente,
lim

h

1
hp

�
B(0,1)

|φ (y)|pdLn(y) = 0,

allora esiste M > 0 tale che per ogni h ∈ N,

1
hp

�
B(0,1)

|φ (y)|pdLn(y) ≤ M.

Allora
∥φh∥p

W 1,p(B(0,1)) ≤ M +
�

B(0,1)
|Dφ (y)|pdLn(y) < +∞.

In particolare (φh) è limitata in W 1,p(B(0, 1)).

Se, per assurdo, l’immersione fosse compatta, esisterebbe una sottosuccessione (φhk
)

convergente ad un certo w in Lp∗(B(0, 1)). In particolare, da

∥φhk
∥p∗

Lp∗ (B(0,1)) = C > 0

si ha che
∥w∥p∗

Lp∗ (B(0,1)) = C > 0.

Tuttavia esisterà un’altra sottosuccessione (φhkj
) tale che φhkj

(x) → w(x) q.o. in B(0, 1).
Ma allora w(x) = 0 q.o. in B(0, 1) perché il limite puntuale di (φh) è 0. Allora

∥w∥p∗

Lp∗ (B(0,1)) = 0,

assurdo.

Vediamo un controesempio alla validità del Teorema di Rellich senza ipotesi di
limitatezza su U .
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(7.3) Esempio Sia φ ∈ C∞
c (Rn). Consideriamo la successione (φh) tale che

φh(x) = φ(x+ h).

Evidentemente ha limite puntuale 0. Inoltre, per ogni q ∈ [1, p∗[,

∥φh∥q
Lq(Rn) =

�
|φ|q∗

dLn =: C > 0.

Invece,

∥φh∥p
W 1,p(Rn) ≤ (∥φ∥p

∞ + ∥Dφ∥p
∞)Ln(supt(φ)) < +∞

allora (φh) è limitata in W 1,p(Rn).
Se, per assurdo, l’immersione fosse compatta, esisterebbe una sottosuccessione (φhk

),
dipendente dalla scelta di q, convergente ad un certo w in Lq(Rn). In particolare, da

∥φhk
∥q

Lq(Rn) = C > 0

si ha che
∥w∥q

Lq(Rn) = C > 0.

Tuttavia esisterà un’altra sottosuccessione (φhkj
) tale che φhkj

(x) → w(x) q.o. in Rn. Ma
allora w(x) = 0 q.o. in Rn perché il limite puntuale di (φh) è 0. Allora

∥w∥q
Lq(Rn) = 0,

assurdo.

Grazie al Teorema di Rellich possiamo dimostrare una variante della disuguaglianza
di Poincaré.

(7.4) Teorema (di Poincaré a media nulla) Siano 1 ≤ p < n, U limitato, connesso e
con ∂U di classe C1. Allora esiste C > 0, dipendente solo da n, p ed U , tale che per ogni
u ∈ W 1,p(U)

∥u− (u)U∥Lp(U) ≤ C∥Du∥Lp(U)

dove (u)U =
�

U
udLn.

Dimostrazione. Per assurdo, per ogni h ∈ N, esiste uh ∈ W 1,p(U) tale che

∥uh − (uh)U∥Lp(U) > h∥Duh∥Lp(U).
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Chiamiamo poi
vh = uh − (uh)U

∥uh − (uh)U∥Lp(U)
.

Evidentemente, per ogni h ∈ N

(vh)U = 0, ∥vh∥Lp(U) = 1, ∥Dvh∥Lp(U) <
1
h
.

Allora (vh) è limitata in W 1,p(U). Per il Teorema di Rellich, esisterà (vhk
) convergente

ad un qualche w in Lp(U). In particolare,

(w)U = 0, ∥w∥Lp(U) = 1,

quindi Djvhk
→ 0 in Lp(U). Ora, per ogni φ ∈ C∞

c (U), per ogni j = 1, . . . , n,
�

U

vhk
DjφdLn = −

�
U

Djvhk
φdLn

e per il Teorema della convergenza dominata,
�

U

wDjφdLn =
�

U

0DjφdLn.

Allora w ∈ W 1,p(U) con Dw = 0. Dal fatto che U è connesso, segue w è costante q.o. in
U . Tuttavia, essendo (w)U = 0 , dovrebbe essere allora ∥w∥Lp(U) = 0, in contraddizione
con ∥w∥Lp(U) = 1.

Non approfondiamo nel dettaglio il caso p = n. Per il caso p > n, il risultato di
compattezza è il seguente.

(7.5) Teorema (di Rellich–Kondrachov, p > n) Siano p > n, U limitato e con ∂U

di classe C1. Allora, per ogni 1 ≤ q < p∗, l’immersione W 1,p(U) ↪→ C0,1− n
p è compatta.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

Comunque, ricapitolando, se U limitato con ∂U di classe C1, le seguenti immersioni
sono compatte:

Sobolev (1 ≤ p < n) W 1,p(U) ↪→ Lq(U) per ogni 1 ≤ q < p∗,

Trudinger–Moser (p = n) W 1,n(U) ↪→ Lq(U) per ogni 1 ≤ q < ∞,

Morrey (p > n) W 1,p(U) ↪→ C0,1− n
p (U), quindi, in particolare, W 1,p(U) ↪→ Lq(U) per

ogni 1 ≤ q ≤ ∞.
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(7.6) Osservazione Quanto visto in questa sezione può essere generalizzato al caso
W k,p(U). Per i nostri scopi è importante tenere presente che se U limitato con ∂U di
classe C1, allora l’immersione H2(U) ↪→ H1(U) è compatta.

Per completezza specifichiamo che, in un caso particolare, è possibile dare un risultato
con ipotesi di struttura su U meno stringenti.

(7.7) Proposizione Siano 1 ≤ p < +∞ ed U limitato. L’immersione W 1,p
0 (U) ↪→ Lp(U)

è compatta.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

(7.8) Proposizione Siano 1 < q ≤ +∞ ed U limitato. L’immersione Lq(U) ↪→ W−1,q(U)
è compatta.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

8 Spazi di Sobolev che coinvolgono il tempo

(8.1) Definizione Consideriamo (X, ∥ ∥) uno spazio di Banach su R e T > 0. Data
u ∈ L1(0, T ;X), diciamo che u′ ∈ L1(0, T ;X) è la derivata debole di u se per ogni
φ ∈ C∞

c (0, T ) � T

0
uφ′dL1 = −

� T

0
u′φdL1.

(8.2) Notazione Consideriamo (X, ∥ ∥) uno spazio di Banach su R, p ∈ [1,∞] e T > 0.
Indichiamo con W 1,p(0, T ;X) l’insieme delle u ∈ Lp(0, T ;X) tali che u′ ∈ Lp(0, T ;X). In
particolare, poniamo H1(0, T ;X) = W 1,2(0, T ;X).

(8.3) Definizione Consideriamo (X, ∥ ∥) uno spazio di Banach su R, p ∈ [1,∞] e
T > 0. Data u ∈ W 1,p(0, T ;X), poniamo

∥u∥W 1,p(0,T ;X) =



(� T

0
(∥u(t)∥p + ∥u′(t)∥p) dL1

) 1
p

1 ≤ p < ∞,

ess sup
t∈[0,T ]

(∥u(t)∥ + ∥u′(t)∥) p = ∞.

(8.4) Teorema Consideriamo (X, ∥ ∥) uno spazio di Banach su R, p ∈ [1,∞] e T > 0.
Data u ∈ W 1,p(0, T ;X), valgono i seguenti fatti:
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(a) esiste un rappresentante u∗ di u tale che u∗ ∈ C([0, T ];X),

(b) per ogni s ≤ t ∈ [0, T ] risulta

u(t) = u(s) +
� t

s

u′dL1,

(c) esiste C, dipendente solo da T , tale che

max
t∈[0,T ]

∥u(t)∥ ≤ C∥u∥W 1,p(0,T ;X).

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

(8.5) Teorema Data u ∈ L2(0, T ;H1
0 (U)) con u′ ∈ L2(0, T ;H−1(U)), valgono i seguenti

fatti:

(a) esiste un rappresentante u∗ di u tale che u∗ ∈ C([0, T ];L2(U)),

(b) l’applicazione
{
t 7→ ∥u(t)∥2

L2(U)

}
è assolutamente continua e per q.o. t ∈ [0, T ]

d

dt
∥u(t)∥2

L2(U) = 2 ⟨u′(t), u(t)⟩ ,

(c) esiste C, dipendente solo da T , tale che

max
t∈[0,T ]

∥u(t)∥L2(U) ≤ C
(
∥u∥L2(0,T ;H1

0 (U)) + ∥u′∥L2(0,T ;H−1(U))
)
.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

9 Operatore di Nemytskij

(9.1) Lemma Consideriamo X, Y due spazi di Banach su R ed E ⊆ X. Se (fh) in
C(E;Y ) ∩ K(E;Y ) e f : E → Y tale che per ogni B ⊆ E limitato

lim
h

∥fh − f∥L∞(B;Y ) = 0,

allora f ∈ C(E;Y ) ∩ K(E;Y ).
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Dimostrazione. Innanzitutto, essendo limite uniforme di applicazioni continue, per ogni
B ⊆ E limitato f è continua su B. In particolare, per ogni x ∈ E possiamo affermare
che f è continua su B(x, 1), quindi f è continua in x. Da ciò si deduce f ∈ C(E;Y ).

Poiché Y è completo, basta dimostrare che per ogni B ⊆ E limitato si ha che f(B) è
totalmente limitato in Y . Fissiamo B ⊆ E limitato. Dato ε > 0, sia h ∈ N tale che

∥fh − f∥L∞(B;Y ) <
ε

3 .

Per compattezza di fh, si ha che fh(B) è compatto, quindi può essere ricoperto da un
numeri finito di palle di raggio minore di ε

6 , ossia esistono y1, . . . , yk tali che

fh(B) ⊆
k⋃

j=1
B(yj,

ε

6).

Per ogni j = 1, . . . , k consideriamo

Cj =
{
y ∈ Y : dist(y,B(yj,

ε

6)) ≤ ε

3

}
.

Applicando la disuguaglianza triangolare a z1, z4 ∈ Cj e z2, z3 ∈ B(yj,
ε
6), si ottiene

diam(Cj) ≤ ε.

ε
3

ε
3

ε
3

z1

z2

z3

z4

Se y ∈ f(B), allora esiste x ∈ B tale che y = f(x) e

∥y − fh(x)∥Y = ∥f(x) − fh(x)∥Y <
ε

3 .

Inoltre, esiste j = 1, . . . , k tale che fh(x) ∈ B(yj,
ε
6), quindi y ∈ Cj, da cui

f(B) ⊆
k⋃

j=1
Cj.

Nel corso di questa sezione, E denoterà un sottoinsieme misurabile di Rn.
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(9.2) Definizione Diciamo che un’applicazione g : E × Rk → R è di Carathéodory , se
valgono i seguenti fatti:

(a) per ogni s ∈ Rk l’applicazione {x 7→ g(x, s)} è misurabile su E,

(b) per q.o. x ∈ E l’applicazione {s 7→ g(x, s)} è continua su Rk.

(9.3) Notazione Data un’applicazione u : E → Rk, denotiamo con g(x, u) : E → R
l’applicazione {x 7−→ g(x, u(x))}.

(9.4) Teorema Se g : E × Rk → R un’applicazione di Carathéodory, allora per ogni
applicazione misurabile u : E → Rk, l’applicazione g(x, u) : E → R è misurabile.

In particolare, se u, v : E → Rk sono misurabili ed uguali q.o. in E, anche g(x, u) e
g(x, v) sono uguali q.o. in E.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

(9.5) Teorema Sia g : E×Rk → R un’applicazione di Carathéodory e siano p1, . . . , pk, q ∈
[1,+∞[. Supponiamo che esistano a ∈ Lq(E) e b ∈ R tali che

|g(x, s1, . . . , sk)| ≤ a(x) + b|s1|
p1
q + · · · + b|sk|

pk
q

per q.o. x ∈ E e per ogni s ∈ Rk. Allora per ogni u1 ∈ Lp1(E), . . . , uk ∈ Lpk(E) si ha
g(x, u1, . . . , uk) ∈ Lq(E) e l’applicazione G : Lp1(E) × . . . Lpk(E) → Lq(E) tale che

G(u1, . . . , uk) = g(x, u1, . . . , uk)

è continua.

Dimostrazione. Siano u1 ∈ Lp1(E), . . . , uk ∈ Lpk(E). Per il Teorema(9.4), g(x, u1, . . . , uk)
è ben definita, come classe di equivalenza, ed è misurabile.

Dal momento che

|g(x, u1, . . . , uk)|q ≤
(
a(x) + b|u1|

p1
q + · · · + b|uk|

pk
q

)
≤

≤ (k + 1)q−1 (a(x)q + bq|u1|p1 + · · · + bq|uk|pk) ,

risulta
�

E

|g(x, u1, . . . , uk)|qdLn ≤ (k + 1)q−1
(
∥a∥q

Lq(E) + bq∥u1∥p1
Lp1 (E) + · · · + bq∥uk∥pk

Lpk (E)

)
.
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Ne segue g(x, u1, . . . , uk) ∈ Lq(E).
Sia ora, per j = 1, ..., k, (u(h)

j ) una successione convergente ad uj in Lpj (E). Per ogni
sottosuccessione (u(hl)

j ), esistono una sottosuccessione (u(hlr )
j ) e wj ∈ Lpj (E) tali che

lim
h
u

(hlr )
j (x) = uj(x) per q.o. x ∈ E,

|u(hlr )
j | ≤ wj q.o. in E.

Per continuità di g, a meno di ulteriori sottosuccessioni,

lim
h
g(x, u(hlr )

1 (x), . . . , u(hlr )
k (x)) = g(x, u1(x), . . . , u(x)) per q.o. x ∈ E,

|g(x, u(hlr )
1 , . . . , u

(hlr )
k )|q ≤ (k + 1)q−1 (aq + bqwp1

1 + · · · + bqwpk
k ) q.o. in E.

e, per il Teorema della convergenza dominata,

lim
m

�
E

|g(x, u(hlr )
1 , . . . , u

(hlr )
k ) − g(x, u1, . . . , uk)|qdLn = 0,

ossia g(x, u(hlr )
1 , . . . , u

(hlr )
k ) → g(x, u1, . . . , uk) in Lq(E). Allora g(x, u(h)

1 , . . . , u
(h)
k ) →

g(x, u1, . . . , uk) in Lq(E), ossia G è continua.

(9.6) Definizione Sia g : E × Rk → R un’applicazione di Carathéodory. L’applicazione
G : Lp1(E) × . . . Lpk(E) → Lq(E) tale che

G(u1, . . . , uk) = g(x, u1, . . . , uk)

si chiama operatore di Nemytskij o operatore di superposizione associato a g.

Iniziamo dallo studio della continuità.

(9.7) Corollario Siano g : U×(R×Rn) → R un’applicazione di Carathéodory, p ∈ [1, n[
e q ∈ [1,+∞[. Supponiamo che esistano a ∈ Lq(U) e b ∈ R tali che

|g(x, s, ξ)| ≤ a(x) + b|s|
np

(n−p)q + b|ξ|
p
q

per q.o. x ∈ U e per ogni (s, ξ) ∈ R × Rn. Allora per ogni u ∈ W 1,p
0 (U) si ha

g(x, u,Du) ∈ Lq(U) e l’applicazione T : W 1,p
0 (U) → Lq(U) tale che

T (u) = g(x, u,Du)

è continua.
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Dimostrazione. Per il Teorema (9.5), l’applicazione Ψ1 : L
np

n−p (U) × (Lp(U))n → Lq(U)
tale che

Ψ1(u, v1, . . . , vn) = g(x, u, v1, . . . , vn)

è ben definita e continua. Inoltre, per ogni j = 1, . . . , n l’applicazione lineare Φj :
W 1,p

0 (U) → Lp(U) tale che
Φju = Dju

è continua, infatti
∥Dju∥Lp(U) ≤ ∥Du∥Lp(U) = ∥u∥W 1,p

0 (U).

Dal momento che, per la disuguaglianza di Poincaré, l’immersione W 1,p
0 (U) ↪→ L

np
n−p (U)

è continua, l’applicazione lineare Ψ2 : W 1,p
0 (U) → L

np
n−p (U) × (Lp(U))n tale che

Ψ2u = (u,D1u, . . . , Dnu)

è continua, infatti

∥Ψ2u∥2
L

np
n−p (U)×(Lp(U))n

= ∥u∥2
L

np
n−p (U)

+ ∥D1u∥2
Lp(U) + · · · + ∥Dnu∥2

Lp(U) ≤ C∥u∥2
W 1,p

0 (U).

La tesi segue dal fatto che T = Ψ1 ◦ Ψ2.

(9.8) Corollario Siano g : U × (R×Rn) → R un’applicazione di Carathéodory, p ∈ [1, n[
e q ∈

]
n

n−1 ,+∞
]
. Supponiamo che esistano a ∈ L

nq
n+q (U) e b ∈ R tali che

|g(x, s, ξ)| ≤ a(x) + b|s|
p(n+q)
(n−p)q + b|ξ|

p(n+q)
nq

per q.o. x ∈ U e per ogni (s, ξ) ∈ R × Rn. Allora per ogni u ∈ W 1,p
0 (U) si ha

g(x, u,Du) ∈ W−1,q(U) e l’applicazione T : W 1,p
0 (U) → W−1,q(U) tale che

T (u) = g(x, u,Du)

è continua.

Dimostrazione. Per il Corollario precedente, l’applicazione Ψ : W 1,p
0 (U) → L

nq
n+q (U) tale

che
Ψu = g(x, u,Du)

è ben definita e continua. La tesi segue dunque dal fatto che, per la disuguaglianza di
Poincaré duale, l’immersione L

nq
n+q (U) ↪→ W−1,q(U) è continua.
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(9.9) Osservazione Il Corollario (9.8) appena dimostrato vale, in particolare, per q = p′.

Affrontiamo ora lo studio della compattezza.

(9.10) Teorema Siano g : U × (R×Rn) → R un’applicazione di Carathéodory, p ∈ [1, n[
e q ∈

]
n

n−1 ,+∞
]
. Supponiamo che per ogni ε > 0 esista aε ∈ L

nq
n+q (U) tale che

|g(x, s, ξ)| ≤ aε(x) + ε|s|
p(n+q)
(n−p)q + ε|ξ|

p(n+q)
nq

per q.o. x ∈ U e per ogni (s, ξ) ∈ R×Rn. Allora l’applicazione T : W 1,p
0 (U) → W−1,q(U)

tale che
T (u) = g(x, u,Du)

è continua e compatta.

Dimostrazione. La continuità segue dal Corollario (9.8).
Vediamo, innanzitutto, il caso in cui esistono R > 0 ed a ∈ L∞(U) tali che

|g(x, s, ξ)| ≤ a(x) per q.o. x ∈ U ed ogni (s, ξ) ∈ R × Rn,

a(x) = 0 per q.o. x ∈ U \ B(0, R).

Consideriamo (uh) in W 1,p
0 (U) limitata. Siccome

∥g(x, uh, Duh)∥q
Lq(U) ≤ ∥a∥q

L∞(U)L
n(B(0, R)) < +∞,

allora (g(x, uh, Duh)) è limitata in Lq(U) e g(x, uh, Duh) = 0 q.o. in U \ B(0, R). Sia
ϑ ∈ C∞

c (B(0, R + 1)) tale che 0 ≤ ϑ ≤ 1 e ϑ = 1 in B(0, R).
Per la Proposizione (7.8), a meno di sottosuccessioni, (g(x, uh, Duh)) converge in

W−1,q(U∩B(0, R+1)), quindi è di Cauchy in W−1,q(U∩B(0, R+1)). Per ogni v ∈ W 1,q′

0 (U)
si ha che ϑv ∈ W 1,q′

0 (U ∩B(0, R + 1)), quindi, per la disuguaglianza di Poincaré,
∣∣∣∣∣
�

U

(g(x, uh, Duh) − g(x, uk, Duk))vdLn

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
�

U∩B(0,R)
(g(x, uh, Duh) − g(x, uk, Duk))vdLn

∣∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣∣
�

U∩B(0,R)
(g(x, uh, Duh) − g(x, uk, Duk))ϑvdLn

∣∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣∣
�

U∩B(0,R+1)
(g(x, uh, Duh) − g(x, uk, Duk))ϑvdLn

∣∣∣∣∣ ≤

≤ ∥g(x, uh, Duh) − g(x, uk, Duk)∥W −1,q(U∩B(0,R+1))∥ϑv∥
W 1,q′

0 (U∩B(0,R+1)) ≤

≤ C∥g(x, uh, Duh) − g(x, uk, Duk)∥W −1,q(U∩B(0,R+1))∥v∥
W 1,q′

0 (U),
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da cui

∥g(x, uh, Duh) − g(x, uk, Duk)∥W −1,q(U) ≤

≤ C∥g(x, uh, Duh) − g(x, uk, Duk)∥W −1,q(U∩B(0,R+1))

per cui (g(x, uh, Duh)) è di Cauchy in W−1,q(U), quindi convergente.

Vediamo ora il caso in cui esista a ∈ L
nq

n+q (U) tale che

|g(x, s, ξ)| ≤ a(x) per q.o. x ∈ U ed ogni (s, ξ) ∈ R × Rn.

Consideriamo

gh(x, s, ξ) =

g(x, s, ξ) se a(x) ≤ h e |x| < h,

0 altrimenti,
e

ah(x) =

a(x) se a(x) ≤ h e |x| < h,

0 altrimenti,

Evidentemente gh è di Carathéodory e

|gh(x, s, ξ)| ≤ ah(x) per q.o. x ∈ U ed ogni (s, ξ) ∈ R × Rn.

Allora, per il passo precedente, l’applicazione Th : W 1,p
0 (U) → W−1,q(U) tale che

Th(u) = gh(x, u,Du)

è continua e compatta. Siccome per ogni u ∈ W 1,p
0 (U) si ha

�
U

|g(x, u,Du) − gh(x, u,Du)|
nq

n+q dLn ≤
�

U

a
nq

n+q (1 − χ{x∈Rn:a(x)≤h}χB(0,h))dLn.

Dal Teorema della convergenza dominata, si deduce che per ogni B ⊆ W 1,p
0 (U) limitato,

lim
h

sup
u∈B

∥gh(x, u,Du) − g(x, u,Du)∥
L

nq
n+q (U)

= 0.

Per la Disuguaglianza di Poincaré duale,

lim
h

sup
u∈B

∥gh(x, u,Du) − g(x, u,Du)∥W −1,q(U) = 0,

che, combinata con il Lemma (9.1), da la compattezza desiderata.
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Nel caso generale, per ε = 1
h
, con h ∈ N \ {0}, esiste ah ∈ L

nq
n+q (U) tale che

|g(x, s, ξ)| ≤ ah(x) + 1
h

|s|
p(n+q)
(n−p)q + 1

h
|ξ|

p(n+q)
nq

per q.o. x ∈ U e per ogni (s, ξ) ∈ R × Rn. Poniamo

gh(x, s, ξ) = min {max {g(x, s, ξ),−ah(x)} ah(x)} .

Evidentemente gh è di Carathéodory e

|gh(x, s, ξ)| ≤ ah(x) per q.o. x ∈ U ed ogni (s, ξ) ∈ R × Rn.

Allora, per il passo precedente, l’applicazione Th : W 1,p
0 (U) → W−1,q(U) tale che

Th(u) = gh(x, u,Du)

è continua e compatta. Osservando che

|g(x, s, ξ) − gh(x, s, ξ)| ≤ 1
h

|s|
p(n+q)
(n−p)q + 1

h
|ξ|

p(n+q)
nq

per q.o. x ∈ U e per ogni (s, ξ) ∈ R × Rn, per ogni u ∈ W 1,p
0 (U) si ha

�
U

|g(x, s, ξ) − gh(x, sξ)|
nq

n+q dLn ≤ 2
nq−n−q

n+q

(1
h

) nq
n+q

(�
U

|u|
np

n−pdLn +
�

U

|Du|pdLn

)

e, per la disuguaglianza di Poincaré,
�

U

|g(x, s, ξ) − gh(x, sξ)|
nq

n+q dLn ≤ C
(1
h

) nq
n+q

(
∥u∥

np
n−p

W 1,p
0 (U) + ∥u∥p

W 1,p
0 (U)

)
.

Pertanto per ogni B ⊆ W 1,p
0 (U) limitato si ha

lim
h

sup
u∈B

∥gh(x, u,Du) − g(x, u,Du)∥
L

nq
n+q (U)

= 0.

Per la Disuguaglianza di Poincaré duale,

lim
h

sup
u∈B

∥gh(x, u,Du) − g(x, u,Du)∥W −1,q(U) = 0,

che, in combinazione con il Lemma (9.1), da la compattezza desiderata.
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(9.11) Osservazione Il Teorema (9.10) appena dimostrato vale, in particolare, per
q = p′. In questo caso la stima di crescita su g assume la forma

|g(x, s, ξ)| ≤ aε(x) + ε|s|
n(p−1)+p

n−p + ε|ξ|
n(p−1)+p

n .

(9.12) Osservazione E opportuno confrontare la condizione di crescita del Teorema
(9.10) con quella del Corollario (9.8). Gli esponenti p(n+q)

(n−p)q e p(n+q)
nq

rappresentano gli
andamenti critici con cui si può garantire la continuità, ma non la completa continuità
dell’operatore. Non appena si rimane al di sotto di tali crescite, come nel Teorema (9.10),
si ottiene la completa continuità dell’operatore. Non occorre invece imporre una diversa
sommabilità sul termine aε. Si osservi anche che nel Teorema (9.10) non viene fatta
alcuna ipotesi sull’aperto U . In particolare, non si richiede che U sia limitato.

(9.13) Corollario Siano g : U × (R × Rn) → R un’applicazione di Carathéodory,
p ∈ [1, n[ e q ∈

]
n

n−1 ,+∞
]
. Supponiamo Ln(U) < +∞ e che esistano a ∈ L

nq
n+q (U),

b ∈ R, r0 ∈
[
1, p(n+q)

(n−p)q

[
e r1 ∈

[
1, p(n+q)

nq

[
tali che

|g(x, s, ξ)| ≤ a(x) + b|s|r0 + b|ξ|r1

per q.o. x ∈ U e per ogni (s, ξ) ∈ R×Rn. Allora l’applicazione T : W 1,p
0 (U) → W−1,q(U)

tale che
T (u) = g(x, u,Du)

è continua e compatta.

Dimostrazione. Ricordiamo che, per la Disuguaglianza di Young pesata, per ogni α ∈
]1,+∞[ , s, t ∈ R ed ε > 0 si ha

|st| ≤ ε|s|α + α− 1
α

α
α−1 ε

1
α−1

|t|α′
.

Scelti

α = p(n+ q)
(n− p)qr0

, β = p(n+ q)
(nqr1

,

per ogni ε > 0 risulta

|g(x, s, ξ)| ≤ a(x) + α− 1
α

α
α−1 ε

1
α−1

bα′ + β − 1
β

β
β−1 ε

1
β−1

bβ′ + ε|s|
p(n+q)
(n−p)q + ε|ξ|

p(n+q)
nq .
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D’altronde, avendo U misura finita, ogni funzione costante appartiene a L
nq

n+q (U). La tesi
discende allora dal Teorema (9.10).

(9.14) Osservazione Il Corollario appena dimostrato vale, in particolare, per q = p′.





Capitolo 2

Equazioni ellittiche lineari del
secondo ordine

1 Introduzione

Nel seguito indicheremo con ∆ = ∑n
j=1

∂2

∂x2
j

l’operatore di Laplace, o Laplaciano. Altro
non è che la traccia della matrice hessiana.

Iniziamo presentando l’esempio capostipite di tutta la teoria che intendiamo costruire.

(1.1) Esempio (problema di Poisson) Siano U limitato con ∂U di classe C1 ed
f ∈ L2(U). Siamo interessati alle applicazioni u che soddisfano

(1.2)

−∆u = f in U,

u = 0 su ∂U.

Se f = 0, chiamiamo tali applicazioni armoniche.
Data f ∈ C(U), diciamo che u è una soluzione classica del problema di Poisson (1.2),

se u ∈ C2(U) ∩ C(U), −∆u(x) = f(x) per ogni x ∈ U e u(x) = 0 per ogni x ∈ ∂U .
Supponiamo dunque di avere una soluzione classica u. Allora per ogni x ∈ U ,

−∆u(x) = f(x).

Moltiplicando ambo i membri per una certa φ ∈ C∞
c (U) ed integrando otteniamo

−
�

U

∆uφdLn =
�

U

fφdLn

101
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e per le formule di Gauss–Green abbiamo quindi, per ogni φ ∈ C∞
c (U)

(1.3)
�

U

Du ·DφdLn =
�

U

fφdLn

L’equazione (1.3) ha significato in condizioni molto più deboli rispetto a quelle classiche.
In particolare ha senso per u ∈ H1(U). Data f ∈ L2(U), diciamo quindi che u è una
soluzione debole del problema di Poisson (1.2), se u ∈ H1

0 (U), in modo che sia u = 0 al
bordo nel senso delle tracce, e per ogni φ ∈ H1

0 (U) valga (1.3).

Osserviamo subito che, mentre una soluzione classica è anche una soluzione debole, il
viceversa non è scontato.

Infine, diciamo che u è una soluzione forte del problema di Poisson (1.2), se u ∈ H1
0 (U)

e −∆u(x) = f(x) per q.o. x ∈ U .

Osserviamo che, se u è una soluzione debole e u ∈ H2
loc(U), allora u è una soluzione

forte. Infatti dal fatto che per ogni φ ∈ C∞
c (U)

�
U

Du ·DφdLn =
�

U

fφdLn,

per definizione di derivata debole abbiamo subito, essendo di fatto il dominio di integrazione
il supporto di φ, che è compatto,

−
�

U

∆uφdLn =
�

U

fφdLn

ossia �
U

(−∆u− f)φdLn = 0

e per il lemma di Du Bois–Reymond −∆u− f = 0 q.o. in U .1

Nel corso di questo capitolo studieremo principalmente il problema differenziale con
condizione di Dirichlet

(1.4)

Lu = f in U,

u = 0 su ∂U,

dove U è un aperto limitato di Rn con ∂U di classe C1, f : U → R è un dato, u : U → R è
l’incognita e L denota un operatore differenziale del secondo ordine a coefficienti funzioni

1Qui il laplaciano è costituito dalle derivate deboli, quindi di fatto è un laplaciano debole.
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che può essere non in forma di divergenza

Lu = −
n∑

i,j=1
aijD

2
i,ju+

n∑
i=1

biDiu+ cu

oppure in forma di divergenza

Lu = −
n∑

i,j=1
Dj(aijDiu) +

n∑
i=1

biDiu+ cu.

In particolare, L è lineare.

(1.5) Osservazione Se aij ∈ C1(U), le due forme sono equivalenti. Infatti, l’operatore
può essere scritto come

Lu = −
n∑

i,j=1
aijD

2
i,ju+

n∑
i=1

b̃iDiu+ cu

con b̃i = bi −∑n
j=1 Djaij, che è chiaramente non in forma di divergenza.

(1.6) Definizione Diciamo che l’operatore differenziale L è uniformemente ellittico, se
esiste ν > 0 tale che per q.o. x ∈ U e per ogni ξ ∈ Rn si ha

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ ν|ξ|2.

In altre parole, per q.o. x ∈ U , la matrice A = (ai,j(x)) è definita positiva ed il più piccolo
autovalore è maggiore uguale a ν.

Nel caso aij = δij, bi = 0, c = 0, abbiamo L = −∆. Quindi L può essere visto come
una generalizzazione dell’operatore di Laplace.

(1.7) Osservazione Possiamo dare un’interpretazione fisica dell’operatore L:

• il termine di secondo ordine A : D2u = ∑n
i,j=1 aijD

2
i,ju, rappresenta la diffusione di

u in U . I coefficienti aij descrivono l’anisotropa ed eterogenea natura del mezzo;

• il vettore f = −ADu rappresenta la densità di flusso diffusivo. La condizione di
ellitticità, f ·Du ≤ 0, può essere interpretata come la tendenza del flusso a passare
dalle zone a concentrazione maggiore verso quelle a concentrazione inferiore;

• il termine di primo ordine b ·Du = ∑n
i=1 biDiu rappresenta il trasporto attraverso

U ;

• il termine di ordine zero cu descrive le sorgenti (risp. i pozzi) locali.
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2 Formulazione debole

(2.1) Definizione Siano U un aperto limitato di Rn con ∂U di classe C1, f : U → R
un’applicazione continua ed L un operatore differenziale in forma di divergenza con
aij ∈ C1(U), bi, c ∈ C(U) per ogni i, j = 1, . . . , n. Diciamo che u è una soluzione classica
del problema di Dirichlet

(2.2)

Lu = f in U,

u = 0 su ∂U,

se u ∈ C2(U) ∩ C(U), Lu(x) = f(x) per ogni x ∈ U e u(x) = 0 per ogni x ∈ ∂U .

Se u è una soluzione classica diLu = f in U,

u = 0 su ∂U,

allora per ogni x ∈ U ,
Lu(x) = f(x).

Moltiplicando ambo i membri per una certa φ ∈ C∞
c (U) ed integrando otteniamo

�
U

LuφdLn =
�

U

fφdLn,

ossia �
U

−
n∑

i,j=1
Dj(aijDiu) +

n∑
i=1

biDiu+ cu

φdLn =
�

U

fφdLn,

che corrisponde a

�
U

−
n∑

i,j=1
Dj(aijDiu)φ+

n∑
i=1

biDiuφ+ cuφ

 dLn =
�

U

fφdLn.

Per le formule di Gauss–Green abbiamo quindi, per ogni φ ∈ C∞
c (U)

�
U

 n∑
i,j=1

aijDiuDjφ+
n∑

i=1
biDiuφ+ cuφ

 dLn =
�

U

fφdLn.

Osserviamo che l’equazione precedente ha significato con f ∈ L2(U) e u, φ ∈ H1
0 (U).

Sulla base della precedente osservazione, possiamo quindi dare un nuovo significato
all’espressione "risolvere un problema di Dirichlet".
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Nel seguito, salvo diversa specificazione, supporremo sempre che U sia un aperto
limitato di Rn con ∂U di classe C1 e che siano assegnati f ∈ L2(U) ed un operatore
differenziale L uniformemente ellittico in forma di divergenza tale che

• per ogni i, j = 1, . . . , n,
aij = aji.

In altre parole, A è simmetrica,

• per ogni i, j = 1, . . . , n,
aij, bi, c ∈ L∞(U).

(2.3) Definizione Sia B : H1
0 (U) ×H1

0 (U) → R l’applicazione bilineare tale che

B(u, v) =
�

U

 n∑
i,j=1

aijDiuDjv +
n∑

i=1
biDiuv + cuv

 dLn.

Chiamiamo B la forma bilineare associata ad L.

La definizione precedente è ben posta.

(2.4) Definizione Diciamo che u ∈ H1
0 (U) è una soluzione debole del problema di

Dirichlet

(2.5)

Lu = f in U,

u = 0 su ∂U,

se per ogni v ∈ H1
0 (U),

B(u, v) = (f |v)2 (Formulazione variazionale)

dove ( | )2 denota il prodotto scalare in L2(U).

(2.6) Definizione Diciamo che u è una soluzione forte del problema di Dirichlet

(2.7)

Lu = f in U,

u = 0 su ∂U,

se u ∈ H1
0 (U) e Lu(x) = f(x) per q.o. x ∈ U .
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(2.8) Proposizione Se u è una soluzione debole del problema di Dirichlet

(2.9)

Lu = f in U,

u = 0 su ∂U,

e u ∈ H2
loc(U), allora u è una soluzione forte dello stesso problema.

Dimostrazione. Si tratta di una variante di quanto visto nell’esempio (1.1).

(2.10) Osservazione Il lettore potrebbe essere ora sconfortato, in quanto abbiamo
definito solo soluzioni di problemi con condizione al bordo nulla. In realtà questo non è
restrittivo. Consideriamo il problema

Lu = f in U,

u = g su ∂U.

Se cerchiamo soluzioni deboli, la seconda condizione significa che Tu = g, ossia che g è
la traccia di una qualche funzione w ∈ H1(U). Ma allora ũ = u−w ∈ H1

0 (U) è soluzione
del problema Lũ = f̃ in U,

ũ = 0 su ∂U.

dove f̃ = f − Lw ∈ H−1(U) = (H1(U))′.

Concludiamo la sezione con un’osservazione riguardo una possibile generalizzazione
che non tratteremo.

(2.11) Osservazione La forma bilineare B è ben definita già con aij ∈ L∞(U), bi ∈
Ln(U) e c ∈ L

n
2 (U). La motivazione è una semplice applicazione della disuguaglianza di

Holder generalizzata, infatti per ogni i, j = 1, . . . , n, essendo u, v ∈ H1
0 (U), Diu,Djv ∈

L2(U) e quindi
�

U

|aijDiuDjv|dLn ≤ ∥aij∥∞∥Diu∥2∥Djv∥2 < +∞,

�
U

|biDiuv|dLn ≤ ∥bi∥n∥Diu∥2∥v∥2 < +∞

e �
U

|cuv|dLn ≤ ∥c∥n
2
∥u∥2∥v∥2 < +∞.
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3 Esistenza di soluzioni deboli

Affrontiamo in questa sezione la teoria dell’esistenza delle nostre simpatiche soluzioni
deboli, con la speranza che si rivelino in seguito più regolari di quanto assunto.

(3.1) Notazione Indichiamo con ∥u∥H1
0 (U) = ∥Du∥L2(U).

(3.2) Proposizione Valgono i seguenti fatti:

(a) B è continua, ossia esiste α > 0 tale che per ogni u, v ∈ H1
0 (U),

|B(u, v)| ≤ α∥u∥H1
0 (U)∥v∥H1

0 (U),

(b) esistono β > 0 e γ ≥ 0 tali che per ogni u ∈ H1
0 (U),

β∥u∥2
H1

0 (U) ≤ B(u, u) + γ∥u∥2
L2(U).

Dimostrazione.
(a) Innanzitutto,

|B(u, v)| =

∣∣∣∣∣∣
�

U

 n∑
i,j=1

aijDiuDjv +
n∑

i=1
biDiuv + cuv

 dLn

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
n∑

i,j=1
∥aij∥∞

�
U

|Diu||Djv|dLn +
n∑

i=1
∥bi∥∞

�
U

|Diu||v|dLn + ∥c∥∞

�
U

|u||v|dLn.

Ora, per la disuguaglianza di Holder,

|B(u, v)| ≤ C1∥Du∥2∥Dv∥2 + C2∥Du∥2∥v∥2 + C3∥u∥2∥v∥2

e, per la disuguaglianza di Poincaré,

|B(u, v)| ≤ C1∥Du∥2∥Dv∥2 + C2∥Du∥2∥Dv∥2 + C3∥Du∥2∥Dv∥2 ≤ C∥u∥H1
0 (U)∥v∥H1

0 (U).

Si tratta quindi di considerare α > C.
(b) Per la condizione di uniforme ellitticità, esiste ν > 0 tale che per q.o. x ∈ U e per
ogni ξ ∈ Rn si ha

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ ν|ξ|2.
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Allora preso ξ = Du,

ν

�
U

|Du|2dLn ≤
�

U

n∑
i,j=1

aijDiuDjudLn = B(u, u) −
�

U

n∑
i=1

biDiuudLn −
�

U

cu2dLn ≤

≤ B(u, u) +
∣∣∣∣∣
�

U

n∑
i=1

biDiuudLn

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
�

U

cu2dLn

∣∣∣∣∣ ≤

≤ B(u, u) +
n∑

i=1

�
U

|bi||Diu||u|dLn +
�

U

|c||u|2dLn ≤

≤ B(u, u) +
n∑

i=1
∥bi∥∞

�
U

|Diu||u|dLn + ∥c∥∞

�
U

|u|2dLn.

Ora, per la disuguaglianza di Young pesata, dato ε > 0 tale che

ε
n∑

i=1
∥bi∥∞ <

ν

2 ,

possiamo scrivere
�

U

|Diu||u|dLn ≤ ε

�
U

|Du|2dLn + 1
4ε

�
U

|u|2dLn

e quindi esiste C > 0 tale che

ν

2

�
U

|Du|2dLn ≤ B(u, u) + C

�
U

|u|2dLn = B(u, u) + C∥u∥2
2,

da cui la tesi.

(3.3) Teorema (di esistenza di soluzioni deboli, I) Esiste γ ≥ 0 tale che per ogni
µ ≥ γ esiste un’unica soluzione debole u ∈ H1

0 (U) del problema di Dirichlet
Lu+ µu = f in U,

u = 0 su ∂U.

Dimostrazione. Sia γ ≥ 0 conforme alla Proposizione (3.2). Dato µ ≥ γ, consideriamo la
forma bilineare

Bµ(u, v) = B(u, v) + µ(u|v)2.

Per la Proposizione (3.2), Bµ è continua e coercitiva. Allora, per il Teorema di Lax–
Milgram, per ogni f ∈ L2(U), esiste ed è unica u ∈ H1

0 (U) tale che per ogni v ∈
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H1
0 (U)

Bµ(u, v) = (f |v)2,

da cui la tesi.

(3.4) Definizione Chiamiamo operatore aggiunto di L l’applicazione L′ formalmente
definita da

L′u = −
n∑

i,j=1
Di (aijDju) −

n∑
i=1

biDiu+
(
c−

n∑
i=1

Dibi

)
u.

Chiamiamo poi forma bilineare aggiunta di L l’applicazione bilineare B′ : H1
0 (U) ×

H1
0 (U) → R tale che per ogni u, v ∈ H1

0 (U)

B′(u, v) = B(v, u).

Diciamo infine che u ∈ H1
0 (U) è soluzione debole del problema

L
′u = f in U,

u = 0 su ∂U,

se per ogni v ∈ H1
0 (U)

B′(u, v) = (f |v)2.

(3.5) Osservazione La definizione precedente nasce in maniera molto naturale.

B′(u, v) = B(v, u) =
�

U

 n∑
i,j=1

aijDivDju+
n∑

i=1
biDivu+ cvu

 dLn,

ma per ogni i = 1, . . . , n, nel caso regolare,
�

U

biDivudLn = −
�

U

Di(biu)vdLn = −
�

U

DibiuvdLn −
�

U

biDiuvdLn.

Quindi

B′(u, v) =
�

U

 n∑
i,j=1

aijDivDju+
n∑

i=1
biDiuv + (c−

n∑
i=1

Dibi)uv
 dLn

ed è quindi naturale porre

L′u = −
n∑

i,j=1
Di (aijDju) −

n∑
i=1

biDiu+
(
c−

n∑
i=1

Dibi

)
u.
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(3.6) Teorema (di esistenza di soluzioni deboli, II) Una delle seguenti affermazioni
è vera2:

(a) esiste un’unica soluzione debole u ∈ H1
0 (U) del problema di Dirichlet

Lu = f in U,

u = 0 su ∂U,

(b) esiste una soluzione debole u ∈ H1
0 (U), non nulla, del problema di Dirichlet
Lu = 0 in U,

u = 0 su ∂U.

In particolare, si ha che dim N (L) = dim N (L′) < +∞.

In ogni caso, il problema di Dirichlet
Lu = f in U,

u = 0 su ∂U,

ammette una soluzione debole se e solo se per ogni v ∈ N (L′)

(f |v)2 = 0.

Dimostrazione. Innanzitutto, per il primo Teorema di esistenza di soluzioni deboli, scelto
µ = γ, per ogni g ∈ L2(U) esiste una ed una sola u ∈ H1

0 (U) tale che per ogni v ∈ H1
0 (U)

Bγ(u, v) = (g|v)2.

In particolare, Bγ è biettivo in u allora possiamo porre formalmente

u = L−1
γ g,

intendendo che u è l’unico elemento di H1
0 (U) che soddisfa la formulazione variazionale

del problema avente come operatore Lγ = L+ γId.

2In mutua esclusione.
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Osserviamo che u ∈ H1
0 (U) è una soluzione debole del problema

Lu = f in U,

u = 0 su ∂U,

se e solo se per ogni v ∈ H1
0 (U)

Bγ(u, v) = (γu+ f |v),

ossia se e solo se
u = L−1

γ (γu+ f).3

Poniamo Ku = γL−1
γ u e h = L−1

γ f . Allora l’ultima uguaglianza può essere riscritta come

u−Ku = h.

Mostriamo che K : L2(U) → L2(U) è un operatore compatto. Per la Proposizione
(3.2)

β∥u∥2
H1

0 (U) ≤ Bγ[u, u] = (g|u)2,

ma per la disuguaglianza di Holder,

(g|u)2 ≤ ∥g∥2∥u∥2

e per la disuguaglianza di Poincaré,

∥g∥2∥u∥2 ≤ C∥g∥2∥u∥H1
0 (U),

pertanto β∥u∥H1
0 (U) ≤ C∥g∥2 e quindi, dal fatto che per ogni g ∈ L2(U)

∥Kg∥H1
0 (U) = ∥γL−1

γ g∥H1
0 (U) = ∥γu∥H1

0 (U)

si ha ∥Kg∥H1
0 (U) ≤ C∥g∥2. Sia quindi (gh) limitata in L2(U). Allora, per la disuguaglianza

precedente, (Kgh) è limitata in H1
0 (U). Essendo l’immersione H1

0 (U) ↪→ L2(U) compatta
per il Teorema di Rellich, si ha che (Kgh) ammette una sottosuccessione convergente
in L2(U). Allora K è compatto. La tesi dunque segue dal Teorema dell’alternativa di
Fredholm.

3Infatti,
Lu = f ⇐⇒ Lγu = Lu+ γu = f + γu.
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(3.7) Teorema (di esistenza di soluzioni deboli, III) Esiste un insieme Σ ⊆ R al
più numerabile con le seguenti proprietà:

(a) esiste ed è unica la soluzione debole del problema di Dirichlet
Lu = λu+ f in U,

u = 0 su ∂U,

se e solo se λ /∈ Σ,

(b) se Σ è infinito, allora Σ = {λh : h ∈ N} tale che λh → +∞.

Dimostrazione. Sia, innanzitutto, γ definito dal primo Teorema di esistenza di soluzioni
deboli. Supponiamo senza perdita di generalità che λ > −γ e γ > 0.

In base al secondo Teorema di esistenza di soluzioni deboli, il problema dato ha
un’unica soluzione se e solo se la soluzione nulla è l’unica soluzione del problema omogeneo
associato.

Quest’ultimo fatto è equivalente al fatto che la soluzione nulla sia l’unica soluzione
del problema di Dirichlet

Lu+ γu = (γ + λ)u in U,

u = 0 su ∂U,

che può essere riscritto come u = L−1
γ (γ+λ)u = γ+λ

γ
Ku, dove al solito K : L2(U) → L2(U)

tale che Ku = γL−1
γ u è un operatore compatto.

Quindi, avere come unica soluzione del problema omogeneo associato la soluzione
nulla corrisponde a richiedere che γ

γ+λ
non sia un autovalore di K. Ossia λ non deve

essere del tipo successione che tende a +∞ per la ben nota forma degli autovalori di un
operatore compatto.

Osserviamo che il problema di Dirichlet
Lu = λu in U,

u = 0 su ∂U,

ha soluzione non nulla w se e solo se λ ∈ Σ. In questo caso λ è detto autovalore di L e w
autofunzione. Ciò giustifica la seguente definizione.

(3.8) Definizione L’insieme Σ del Teorema precedente è detto spettro di L.
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(3.9) Corollario Sia λ /∈ Σ. Allora esiste una costante C > 0, dipendente solo da λ, U
ed L, tale che per ogni f ∈ L2(U), detta u ∈ H1

0 (U) la soluzione debole del problema di
Dirichlet Lu = λu+ f in U,

u = 0 su ∂U,

risulta
∥u∥2 ≤ C∥f∥2.

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che esistano (fh) in L2(U) e (uh) in H1
0 (U)

tali che per ogni h ∈ N uh sia la soluzione debole del problema dato e

∥uh∥2 > h∥fh∥2.

Poniamo ũh = uh

∥uh∥2
e f̃h = fh

∥uh∥2
. Allora ∥ũh∥2 = 1 e, per linearità, ũh è la soluzione

debole del problema di Dirichlet
Lũh = λũh + f̃h in U,

ũh = 0 su ∂U,

con 1 > h∥f̃h∥2. Allora per h → +∞, f̃h → 0 in L2(U).
Inoltre, dalla Proposizione (3.2) combinata con la formulazione variazionale,

∥ũh∥2
H1

0 (U) ≤ B(ũh, ũh) + γ∥ũh∥2
2

β
= (λũh + f̃h|ũh)2 + γ

β

ed applicando la disuguaglianza di Holder,

∥ũh∥2
H1

0 (U) ≤ λ+ ∥f̃h∥2 + γ

β
.

Ricordando che (f̃h) è convergente, quindi limitata, in L2(U), si ha

∥ũh∥H1
0 (U) ≤ C,

ossia (ũh) limitata in H1
0 (U). Essendo H1

0 (U) riflessivo, per il Teorema di Eberlein–
Smulian, a meno di sottosuccessioni ũh ⇀ ũ in H1

0 (U). In particolare, ũh ⇀ ũ in L2(U)
e Djũh ⇀ Djũ in L2(U). Ora, per ogni v ∈ H1

0 (U) e per ogni i, j = 1, . . . , n, si ha che
aijDjv, biv, cv, v ∈ L2(U) e per la disuguaglianza di Holder (f̃h|v)2 → 0. Allora passando
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al limite nella formulazione variazionale

B(ũh, v) = (λũh + f̃h|v)2,

ossia,

�
U

 n∑
i,j=1

aijDiũhDjv +
n∑

i=1
biDiũhv + cũhv

 dLn = λ

�
U

ũhvdLn +
�

U

f̃hvdLn

per definizione di convergenza debole,

�
U

 n∑
i,j=1

aijDiũDjv +
n∑

i=1
biDiũv + cũv

 dLn = λ

�
U

ũvdLn

ossia ũ è soluzione debole del problema di Dirichlet
Lũ = λũ in U,

u = 0 su ∂U.

Essendo λ /∈ Σ, deve essere ũ = 0. L’assurdo deriva dal fatto che, per il Teorema di Rellich,
le convergenze deboli trovate, a meno di sottosuccessioni, sono in realtà convergenze forti.
Essendo la norma continua si ha ∥ũ∥2 = 1.

(3.10) Osservazione La costante C del teorema precedente tende a +∞ all’avvicinarsi
di λ ad un autovalore.

Concludiamo la sezione con un breve affondo sui problemi di Neumann. Analizziamo
solo l’operatore di Laplace con condizioni al bordo nulle

−∆u = f in U,

∂u
∂ν

= 0 su ∂U

e U connesso.

(3.11) Definizione Sia U connesso. Data f ∈ C(U), diciamo che u ∈ C2(U) è una
soluzione classica del problema di Neumann

−∆u = f in U,

∂u
∂ν

= 0 su ∂U,

se per ogni per ogni x ∈ U −∆u(x) = f(x) e per ogni x ∈ ∂U ∂u
∂ν

(x) = 0.
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Supponiamo dunque di avere una soluzione classica u. Allora per ogni x ∈ U ,

−∆u(x) = f(x).

Moltiplicando ambo i membri per una certa φ ∈ C∞(U) ed integrando otteniamo

−
�

U

∆uφdLn =
�

U

fφdLn

e per le formule di Gauss–Green abbiamo quindi, per ogni φ ∈ C∞(U)
�

U

Du ·DφdLn −
�

∂U

∂u

∂ν
φdHn−1 =

�
U

fφdLn

ed imponendo la condizione sulla derivata normale si ha
�

U

Du ·DφdLn =
�

U

fφdLn.

L’equazione precedente ha significato in condizioni molto più deboli rispetto a quelle
classiche. In particolare ha senso per u ∈ H1(U). Risulta naturale quindi porre la
seguente definizione.

(3.12) Definizione Sia U connesso. Diciamo che u ∈ H1(U) è soluzione debole del
problema di Neumann −∆u = f in U,

∂u
∂ν

= 0 su ∂U,

se per ogni v ∈ H1(U) �
U

Du ·DvdLn =
�

U

fvdLn.

(3.13) Teorema Sia U connesso. Allora esiste u ∈ H1(U) soluzione debole del problema
di Neumann −∆u = f in U,

∂u
∂ν

= 0 su ∂U,

se e solo se �
U

fdLn = 0.
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Dimostrazione. Sia B : H1(U) ×H1(U) → R l’applicazione bilineare tale che

B(u, v) =
�

U

Du ·DvdLn.

Siccome
|B(u, v)| ≤ ∥Du∥2∥Dv∥2 ≤ ∥u∥H1(U)∥v∥H1(U),

B è anche continua. Chiaramente poi l’applicazione
{
v →

�
U
fvdLn = (f |v)2

}
è lineare e

∣∣∣∣∣
�

U

fvdLn

∣∣∣∣∣ ≤ ∥f∥2∥v∥H1(U),

quindi è continua.

Consideriamo il sottospazio chiuso di H1(U)

X =
{
u ∈ H1(U) :

�
U

udLn = 0
}

e lo dotiamo della norma

∥u∥X =
(�

U

|Du|2dLn

) 1
2

.

Notiamo subito che, per il Teorema di Poincaré a media nulla, esiste C > 0 tale che per
ogni u ∈ X

∥u∥2 ≤ C∥Du∥2

allora la norma ∥ ∥X è equivalente a quella dello spazio ambiente. Inoltre, se v ∈ X

∣∣∣∣∣
�

U

fvdLn

∣∣∣∣∣ ≤ ∥f∥2∥v∥H1(U) ≤ C∥f∥2∥v∥X

pertanto l’applicazione
{
v →

�
U
fvdLn = (f |v)2

}
è lineare e continua anche su X. Defi-

niamo l’applicazione bilineare e continua B̃ : X ×X → R tale che

B̃(u, v) = B(u, v).

Osserviamo che
B̃(u, u) = ∥u∥2

X ,

ossia B̃ è coercitiva. Allora per il Teorema di Lax–Milgram esiste ed è unica u ∈ X tale
che per ogni v ∈ X

B(u, v) = (f |v)2.
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In particolare, u ∈ H1(U). Sia quindi v ∈ H1(U). Consideriamo ṽ = v −
�

U
vdLn ∈ X.

Risulta
B(u, v) = B(u, ṽ) = (f |ṽ)2 =

�
U

fvdLn −
 

U

vdLn

�
U

fdLn.

Se �
U

fdLn = 0

allora u è soluzione debole del problema dato.
Viceversa, se esiste u ∈ H1(U) soluzione debole del problema dato, allora per ogni

v ∈ H1(U)  
U

vdLn

�
U

fdLn = 0.

La posizione v = 1 ∈ H1(U) restituisce
�

U

fdLn = 0.

4 Regolarità

In questa sezione studiamo la regolarità di soluzioni deboli di problemi di Dirichlet.
In particolare, la fiducia che abbiamo riposto nella formulazione debole verrà ripagata.

Per dimostrare il seguente risultato faremo uso del metodo di Stampacchia.

(4.1) Teorema Supponiamo per ogni i, j = 1, . . . , n, aij ∈ C1(U). Se u ∈ H1(U)
soluzione debole di

Lu = f in U,

allora u ∈ H2
loc(U). In particolare, per ogni aperto V ⊆ U tale che V ⊆ U , esiste C > 0,

dipendente solo da U, V ed L, tale che

∥u∥H2(V ) ≤ C
(
∥f∥L2(U) + ∥u∥L2(U)

)
.

Dimostrazione. Sia W un aperto tale che V ⊆ W ⊆ W ⊆ U . Consideriamo la funzione di
cut-off4 ζ ∈ C∞

c (U) tale che 0 ≤ ζ ≤ 1, ζ = 1 su V , ζ = 0 su Rn \W . Siccome u ∈ H1(U)
è soluzione debole di

Lu = f in U,

allora per ogni v ∈ H1
0 (U)

B(u, v) = (f |v)2.

4Necessaria siccome non abbiamo informazioni sul comportamento al bordo.
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In particolare,
n∑

i,j=1

�
U

aijDiuDjvdLn =
�

U

f̃vdLn

dove f̃ = f −∑n
i=1 biDiu− cu.

Sia h ̸= 0 sufficientemente piccolo, k = 1, . . . , n e v = −D−h
k (ζ2Dh

ku) ∈ H1
0 (U). Allora

n∑
i,j=1

�
U

aijDiuDj

(
−D−h

k (ζ2Dh
ku)

)
dLn =

�
U

f̃
(
−D−h

k (ζ2Dh
ku)

)
dLn

Denotiamo con

A = −
n∑

i,j=1

�
U

aijDiuDj

(
D−h

k (ζ2Dh
ku)

)
dLn, B = −

�
U

f̃
(
D−h

k (ζ2Dh
ku)

)
dLn.

Innanzitutto, potendo scambiare derivata debole e rapporto incrementale, applicando poi
la formula di integrazione per parti con rapporti incrementali,

A = −
n∑

i,j=1

�
U

aijDiuD
−h
k

(
Dj(ζ2Dh

ku)
)
dLn =

n∑
i,j=1

�
U

Dh
k (aijDiu)Dj(ζ2Dh

ku)dLn,

ed utilizzando le formule di Leibniz per rapporti incrementali5 e per derivate deboli

A =
n∑

i,j=1

�
U

[
ah

ijD
h
kDiu+Dh

kaijDiu
] [

2ζDjζD
h
ku+ ζ2Dh

kDju
]
dLn = A1 + A2

dove
A1 =

n∑
i,j=1

�
U

ζ2ah
ijD

h
kDiuD

h
kDjudLn

A2 =
n∑

i,j=1

�
U

(
ah

ijD
h
kDiu2ζDjζD

h
ku+Dh

kaijDiuζ
2Dh

kDju+Dh
kaijDiu2ζDjζD

h
ku
)
dLn.

Innanzitutto, per uniforme ellitticità, esiste ν > 0 tale che

A1 ≥ ν

�
U

ζ2|Dh
kDu|2dLn.

Ora,∣∣∣∣∣
�

U

ah
ijD

h
kDiu2ζDjζD

h
kudLn

∣∣∣∣∣ ≤ C

�
U

ζ|Dh
kDu||Dh

ku|dLn = C

�
W

ζ|Dh
kDu||Dh

ku|dLn,

5Si tratta di
Dh

k (vw) = vhDh
kw + wdh

kv,

con vh(x) = v(x+ hek).
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per la disuguaglianza di Young pesata con ε = ν
4C

,
∣∣∣∣∣
�

U

ah
ijD

h
kDiu2ζDjζD

h
kudLn

∣∣∣∣∣ ≤ ν

4

�
W

ζ2|Dh
kDu|2dLn + C

�
W

|Dh
ku|2dLn =

= ν

4

�
U

ζ2|Dh
kDu|2dLn + C

�
W

|Dh
ku|2dLn

e, per il Teorema sui rapporti incrementali,∣∣∣∣∣
�

U

ah
ijD

h
kDiu2ζDjζD

h
kudLn

∣∣∣∣∣ ≤ ν

4

�
U

ζ2|Dh
kDu|2dLn + C

�
U

|Du|2dLn.

Invece, ∣∣∣∣∣
�

U

Dh
kaijDiuζ

2Dh
kDjudLn

∣∣∣∣∣ ≤ C

�
U

ζ|Dh
kDu||Du|dLn

e, per la disuguaglianza di Young pesata con ε = ν
4C

,
∣∣∣∣∣
�

U

Dh
kaijDiuζ

2Dh
kDjudLn

∣∣∣∣∣ ≤ ν

4

�
U

ζ2|Dh
kDu|2dLn + C

�
U

|Du|2dLn.

Inoltre, ∣∣∣∣∣
�

U

Dh
kaijDiu2ζDjζD

h
kudLn

∣∣∣∣∣ ≤ C

�
W

|Dh
ku||Du|dLn

e, per la disuguaglianza di Young ed il Teorema sui rapporti incrementali,∣∣∣∣∣
�

U

Dh
kaijDiu2ζDjζD

h
kudLn

∣∣∣∣∣ ≤ C

�
W

|Du|2dLn + C

�
W

|Dh
ku|2dLn ≤

≤ C

�
U

|Du|2dLn.

In definitiva,
A ≥ ν

2

�
U

ζ2|Dh
kDu|2dLn − C

�
U

|Du|2dLn.

Ora, per il Teorema sui rapporti incrementali,
�

U

|v|2dLn =
�

U

∣∣∣D−h
k

(
ζ2Dh

ku
)∣∣∣2dLn =

�
W

∣∣∣D−h
k

(
ζ2Dh

ku
)∣∣∣2dLn ≤

≤
�

U

∣∣∣D (
ζ2Dh

ku
)∣∣∣2dLn ≤ C

�
U

(
ζ2
∣∣∣Dh

ku
∣∣∣2 + ζ2

∣∣∣Dh
kDu

∣∣∣2) dLn ≤

≤ C

�
U

|Du|2dLn + C

�
U

ζ2
∣∣∣Dh

kDu
∣∣∣2dLn.



120 CAPITOLO 2. EQUAZIONI ELLITTICHE LINEARI DEL SECONDO ORDINE

Allora, per la disuguaglianza di Young pesata con ε = ν
4C

,

|B| =
∣∣∣∣∣
�

U

(
f −

n∑
i=1

biDiu− cu

)
vdLn

∣∣∣∣∣ ≤ ν

4C

�
U

|v|2dLn + C

�
U

(
|f |2 + |u|2 + |Du|2

)
dLn ≤

≤ ν

4

�
U

ζ2
∣∣∣Dh

kDu
∣∣∣2dLn + C

�
U

(
|f |2 + |u|2 + |Du|2

)
dLn.

In particolare,

ν

2

�
U

ζ2|Dh
kDu|2dLn − C

�
U

|Du|2dLn ≤ A = B ≤

≤ ν

4

�
U

ζ2
∣∣∣Dh

kDu
∣∣∣2dLn+

+ C

�
U

(
|f |2 + |u|2 + |Du|2

)
dLn.

Riassumendo, per ogni k = 1, . . . , n e per h sufficientemente piccolo,

ν

4

�
U

ζ2
∣∣∣Dh

kDu
∣∣∣2dLn ≤ C

�
U

(
|f |2 + |u|2 + |Du|2

)
dLn.

Per il Teorema sui rapporti incrementali otteniamo quindi che Du ∈ H1
loc(U), ossia

u ∈ H2
loc(U). In particolare,

∥u∥H2(V ) ≤ C
(
∥f∥L2(U) + ∥u∥H1(U)

)
.

Ora, ripercorrendo i passaggi svolti, osserviamo che vale in particolare la stima

∥u∥H2(V ) ≤ C
(
∥f∥L2(W ) + ∥u∥H1(W )

)
.

Consideriamo ora la funzione di cut-off ζ ∈ C∞
c (U) tale che 0 ≤ ζ ≤ 1, ζ = 1 su W , ζ = 0

su Rn \ U . Posto v = ζ2u ∈ H1
0 (U) nella formulazione variazionale,

n∑
i,j=1

�
U

aijDiuDj
(
ζ2u

)
dLn =

�
U

(
ζ2fu− ζ2u

n∑
i=1

biDiu− cζ2u2
)
dLn

n∑
i,j=1

�
U

aijDiu
(
2ζDjζu+ ζ2Dju

)
dLn =

�
U

(
ζ2fu− ζ2u

n∑
i=1

biDiu− cζ2u2
)
dLn

n∑
i,j=1

�
U

(
2aijζDjζuDiu+ aijζ

2DiuDju
)
dLn =

�
U

(
ζ2fu− ζ2u

n∑
i=1

biDiu− cζ2u2
)
dLn
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da cui, utilizzando l’uniforme ellitticità e la disuguaglianza di Young, si ottiene
�

U

ζ2|Du|2dLn ≤ C

(�
U

|f |2dLn +
�

U

|u|2dLn

)

ma, per come è stato scelto il cut-off, ciò significa

∥u∥H1(W ) ≤ C
(
∥f∥L2(U) + ∥u∥L2(U)

)
da cui

∥u∥H2(V ) ≤ C
(
∥f∥L2(U) + ∥u∥L2(U)

)
che fornisce la tesi.

(4.2) Osservazione Nel Teorema precedente non abbiamo richiesto che u ∈ H1
0 (U)

intendendo che il problema di Dirichlet potrebbe avere anche dato al bordo diverso da 0.

Il processo può dunque essere iterato.

(4.3) Teorema Siano m ∈ N ed f ∈ Hm(U). Supponiamo per ogni i, j = 1, . . . , n,
aij, bi, c ∈ Cm+1(U). Se u ∈ H1(U) soluzione debole di

Lu = f in U,

allora u ∈ Hm+2
loc (U). In particolare, per ogni aperto V ⊆ U tale che V ⊆ U , esiste C > 0,

dipendente solo da m,U, V ed L, tale che

∥u∥Hm+2(V ) ≤ C
(
∥f∥Hm(U) + ∥u∥L2(U)

)
.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

(4.4) Teorema Sia f ∈ C∞(U). Supponiamo per ogni i, j = 1, . . . , n, aij, bi, c ∈ C∞(U).
Se u ∈ H1(U) soluzione debole di

Lu = f in U,

allora u ∈ C∞(U).

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.
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Aggiungendo altre ipotesi sui coefficienti, si può produrre anche regolarità sul bordo.
Riportiamo per completezza i risultati, senza dimostrazione.

(4.5) Teorema Supponiamo ∂U di classe C2 e per ogni i, j = 1, . . . , n che aij ∈ C1(U).
Se u ∈ H1

0 (U) soluzione debole di
Lu = f in U,

u = 0 su ∂U,

allora u ∈ H2(U). In particolare, esiste C > 0, dipendente solo da U ed L, tale che

∥u∥H2(U) ≤ C
(
∥f∥L2(U) + ∥u∥L2(U)

)
.

In più, se u è l’unica soluzione,

∥u∥H2(U) ≤ C∥f∥L2(U).

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

(4.6) Teorema Sia m ∈ N. Supponiamo ∂U di classe Cm+2, f ∈ Hm(U) e per ogni
i, j = 1, . . . , n che aij, bi, c ∈ Cm+1(U). Se u ∈ H1

0 (U) soluzione debole di
Lu = f in U,

u = 0 su ∂U,

allora u ∈ Hm+2(U). In particolare, esiste C > 0, dipendente solo da m,U ed L, tale che

∥u∥Hm+2(U) ≤ C
(
∥f∥Hm(U) + ∥u∥L2(U)

)
.

In più, se u è l’unica soluzione,

∥u∥Hm+2(U) ≤ C∥f∥Hm(U).

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.
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(4.7) Teorema Supponiamo ∂U di classe C∞, f ∈ C∞(U) e per ogni i, j = 1, . . . , n che
aij, bi, c ∈ C∞(U). Se u ∈ H1

0 (U) soluzione debole di
Lu = f in U,

u = 0 su ∂U,

allora u ∈ C∞(U).

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

Per giustizia morale, i risultati che non abbiamo dimostrato in questa sezione si basano
tutti sull’idea di iterare il Metodo di Stampacchia adattandolo opportunamente. In questo
modo il cerchio è chiuso: siamo partiti da problemi formulati classicamente, li abbiamo
poi reinterpretati allargando il concetto di soluzione con la formulazione debole: in questo
contesto siamo riusciti a dimostrare l’esistenza di soluzioni. Ora, avendo dimostrato che in
realtà le soluzioni deboli che avevamo trovato possono essere reinterpretate classicamente,
possiamo affermare effettivamente di aver risolto il problema da cui eravamo partiti.

5 Principi del massimo

In questa sezione siamo interessati a proprietà puntuali. Lavoreremo con L non in
forma di divergenza a coefficienti continui. Le altre ipotesi di struttura, salvo diversa
specificazione, rimangono invariate.

(5.1) Teorema (principio del massimo debole) Sia u ∈ C2(U) ∩C(U). Supponiamo
che c = 0 in U . Valgono i seguenti fatti:

(a) se Lu ≤ 0 in U , allora
max

U
u = max

∂U
u.

In altre parole, le sottosoluzioni raggiungono il loro massimo su ∂U .

(b) se Lu ≥ 0 in U , allora
min

U
u = min

∂U
u.

In altre parole, le supersoluzioni raggiungono il loro minimo su ∂U .

Dimostrazione.
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(a) Supponiamo inizialmente che Lu < 0 in U . Se, per assurdo, esiste ξ ∈ U tale che
u(ξ) = max

U
u, allora

Du(ξ) = 0, D2u(ξ) ≤ 0.

Essendo A = (aij) simmetrica e definita positiva, esiste una matrice ortogonale
O = (oij) tale che

OAOT = diag(d1, . . . , dn), OOT = Id,

con dk > 0 per ogni k = 1, . . . , n. Introduciamo il cambio di variabile y = ξ +O(x− ξ).
Allora x = ξ +OT (y − ξ). Sia v tale che u(x) = v(ξ +O(x− ξ)). Allora,

Diu =
n∑

k=1
Dkvoik, D2

i,ju =
n∑

k,l=1
D2

k,lvoikojl

e quindi

n∑
i,j=1

aijD
2
i,ju(ξ) =

n∑
i,j=1

n∑
l,k=1

aijD
2
k,lv(ξ)oikojl =

n∑
l,k=1

n∑
i,j=1

aijD
2
k,lv(ξ)oikojl =

=
n∑

l,k=1
dlδ

l
kD

2
k,lv(ξ) =

n∑
k=1

dkD
2
k,kv(ξ).

A questo punto, dal fatto che D2u(ξ) ≤ 0, segue che anche D2v(ξ) ≤ 0, ossia per ogni
η ∈ Rn

n∑
k,l=1

D2
k,lv(ξ)ηkηl ≤ 0.

Scegliendo come η gli elementi della base canonica si ottiene che per ogni k = 1, . . . , n

D2
k,kv(ξ) ≤ 0.

Ne segue che Lu(ξ) ≥ 0, assurdo.

Nel caso generale, sia w(x) = u(x) + εeλx1 con ε, λ > 0. Per uniforme ellitticità,
aii(x) ≥ ν per ogni i = 1, . . . , n e per ogni x ∈ U . In particolare, a11(x) ≥ ν. Inoltre,

Di(eλx1) = λeλx1δ1
i , D2

i,j(eλx1) = λ2eλx1δ1
i δ

1
j .
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Allora,

Lw = Lu+ εL(eλx1) ≤ εL(eλx1) = −
n∑

i,j=1
aijελ

2eλx1δ1
i δ

1
j +

n∑
i=1

εbiλe
λx1δ1

i =

= −a11ελ
2eλx1 + b1εe

λx1 ≤ −νελ2eλx1 + b1εe
λx1 ≤ εeλx1

(
−νλ2 + λ∥b∥∞

)
< 0

per λ sufficientemente grande. Allora, per il passo precedente,

max
U

w = max
∂U

w.

Passando al limite per ε → 0+ si ottiene la tesi.6

(b) Si tratta di scambiare u con −u nella (a).

(5.2) Lemma (di Hopf) Sia u ∈ C2(U) ∩ C1(U). Supponiamo che Lu ≤ 0 in U , che
esista ξ ∈ ∂U tale che per ogni x ∈ U si abbia

u(ξ) > u(x)

e che esista una palla aperta B tale che ξ ∈ ∂B.7 Sia ν il versore normale esterno a B in
ξ. Valgono allora i seguenti fatti:

(a) se c = 0 in U , allora
∂u

∂ν
(ξ) > 0,

(b) se c ≥ 0 in U e u(ξ) ≥ 0, allora

∂u

∂ν
(ξ) > 0.

6Siano f, g due funzioni continue su U tali che

max
U

(f + εg) = max
∂U

(f + εg).

Allora, se ε → 0+,
max

U
f = max

∂U
f.

Infatti, dato x ∈ U ,

f(x) = f(x) + εg(x) − εg(x) ≤ max
U

(f + εg) + ε∥g∥∞ = max
∂U

(f + εg) + ε∥g∥∞ ≤ max
∂U

f + 2ε∥g∥∞.

Quindi
max

∂U
f ≤ max

U
f ≤ max

∂U
f + 2ε∥g∥∞

e passando al limite per ε → 0+ si conclude.
7Tale condizione è automaticamente soddisfatta se ∂U è di classe C2.
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Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che

∂u

∂ν
(ξ) ≥ 0.

Infatti,
∂u

∂ν
(ξ) = lim

h→0−

u(ξ + hν) − u(ξ)
h

≥ 0

in quanto h < 0 e u(ξ + hν) − u(ξ) < 0.

(b) A meno di traslazione, possiamo supporre che B = B(0, r) per qualche r > 0. Poniamo,
per ogni x ∈ B, v(x) = e−λ|x|2 − e−λr2 con λ > 0. Allora v(x) = 0 per ogni x ∈ ∂B e

Div(x) = −2λxie
−λ|x|2 , D2

i,jv(x) = −2λδj
i e

−λ|x|2 + 4λ2xixje
−λ|x|2 .

Pertanto, utilizzando l’uniforme ellitticità con costante ϑ,

Lv = −
n∑

i,j=1
aijD

2
i,jv +

n∑
i=1

biDiv + cv =

= −
n∑

i,j=1
aij

(
4λ2xixje

−λ|x|2 − 2λδj
i e

−λ|x|2
)

− 2
n∑

i=1
biλxie

−λ|x|2 + c
(
e−λ|x|2 − e−λr2) ≤

≤ e−λ|x|2
(

−4ϑλ2|x|2 + 2λn sup
i

∥a
ii
∥∞ + 2λ∥b∥∞|x| + ∥c∥∞

)
.

A questo punto sia R = B \ B(0, r
2).

0

ξ

U

∂UR

Per λ abbastanza grande abbiamo, in R,

Lv ≤ C
(
−λ2 + λ+ 1

)
≤ 0.
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Mostriamo che esiste ε > 0 tale che per ogni x ∈ ∂B(0, r
2) si abbia

u(ξ) ≥ u(x) + εv(x).

Se, per assurdo, per ogni j ∈ N \ {0} esistesse xj ∈ ∂B(0, r
2) tale che

u(ξ) < u(xj) + 1
j
v(xj),

dalla compattezza di ∂B(0, r
2), esisterebbe (xjk

) tale che xjk
→ x̃ in U per qualche x̃ ∈ U .

Allora u(ξ) ≤ u(x̃), assurdo.

Osserviamo poi che per ogni x ∈ ∂B(0, r) si ha

u(ξ) ≥ u(x) + εv(x),

quindi in definitiva per ogni x ∈ ∂R = ∂B(0, r
2) ∪ ∂B(0, r) si ha

u(ξ) ≥ u(x) + εv(x).

Ora, su R

L (u+ εv − u(ξ)) = Lu+ εLv − Lu(ξ) ≤ −cu(ξ) ≤ 0

e quindi, per il Principio del massimo debole,

max
R

(u+ εv − u(ξ)) = max
∂R

(u+ εv − u(ξ)) ≤ 0

da cui
u+ εv − u(ξ) ≤ 0

su R, e quindi in particolare su R. In particolare, essendo εv(ξ) = 0,

u+ εv ≤ u(ξ) + εv(ξ),

quindi, procedendo come nell’osservazione iniziale,

∂u

∂ν
(ξ) + ε

∂v

∂ν
(ξ) ≥ 0
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allora

∂u

∂ν
(ξ) ≥ −ε∂v

∂ν
(ξ) = −εDv(ξ) · ν(ξ) = −εDv(ξ) · ξ

r
=

= −εDv(ξ) · ξ
r

= 2ελe−λr2 ξ · ξ
r

= 2λεre−λr2
> 0

da cui la tesi.
(a) Si tratta di una semplice variante di (b).

(5.3) Teorema (principio del massimo forte) Siano U connesso e u ∈ C2(U)∩C(U).
Supponiamo c = 0 in U . Valgono i seguenti fatti:

(a) se Lu ≤ 0 in U e u raggiunge il suo massimo su U in un punto interno, allora u è
costante in U ,

(b) se Lu ≥ 0 in U e u raggiunge il suo minimo su U in un punto interno, allora u è
costante in U .

Dimostrazione.
(a) Denotiamo con

M = max
U

u

C = {x ∈ U : u(x) = M} .

Per ipotesi C ̸= ∅. Supponiamo, per assurdo, che u ̸= M . Allora sia

V = {x ∈ U : u(x) < M} .

Sia y ∈ V tale che dist(y, C) < dist(y, ∂U) e chiamiamo B la più grande palla aperta di
centro y che giace in V .

Esiste ξ ∈ C tale che ξ ∈ ∂B. Chiaramente V soddisfa le ipotesi del Lemma di Hopf,
pertanto

∂u

∂ν
(ξ) > 0,

ma essendo ξ punto di massimo per u, Du(ξ) = 0, assurdo.
(b) Si tratta di scambiare u con −u nella (a).

Di particolare interesse è la disuguaglianza di Harnack. Vediamo dapprima il caso
L = ∆.
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(5.4) Proposizione Sia u una funzione armonica. Allora per ogni aperto connesso V
tale che V ⊆ U , esiste C > 0, dipendente solo da V , tale che

sup
V

u ≤ Cinf
V
u.

Dimostrazione. Sia r = 1
4dist(V, ∂U). Siano x, y ∈ V tali che |x− y| ≤ r. Per il Teorema

della media8,

u(x) =
 

B(x,2r)
udLn = 1

Ln(B(0, 1))(2r)n

�
B(x,2r)

udLn ≥ 1
Ln(B(0, 1))(2r)n

�
B(y,r)

udLn =

= 1
2n

1
Ln(B(0, 1))(r)n

�
B(y,r)

udLn = 1
2n

 
B(y,r)

= 1
2n
u(y).

Essendo V connesso e V compatto, possiamo ricoprire V con una catena finita di palle
aperte Bi, con i = 1, . . . , N ed N dipendente solo da V , di raggio r con intersezione non
vuota e quindi per ogni x, y ∈ V

u(x) ≥ 1
2nN

u(y).

In altre parole, esiste C > 0, dipendente solo da V , tale che

sup
V

u ≤ Cu(x)

e quindi
sup

V
u ≤ Cinf

V
u.

Veniamo quindi al caso generale.

(5.5) Teorema (disuguaglianza di Harnack) Sia u ∈ C2(U) una soluzione di

Lu = 0 in U

tale che u ≥ 0 in U . Allora per ogni aperto connesso V tale che V ⊆ U , esiste C > 0,
dipendente solo da V, U ed L, tale che

sup
V

u ≤ Cinf
V
u.

8Si rimanda alla dispensa del corso di Equazioni differenziali della fisica matematica del professor
Alessandro Musesti per i dovuti accertamenti.

https://www.dmf.unicatt.it/~musesti/EDFM/
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Dimostrazione. Limitiamo la dimostrazione al caso aij ∈ C∞(U), b = 0, c = 0, ossia

n∑
i,j=1

aijD
2
i,ju = 0 in U.

In particolare, allora u ∈ C∞(U).

Supponiamo inizialmente che u > 0 in U . Allora possiamo porre

v = ln u.

Pertanto, abbiamo che u = ev e per ogni i, j = 1, . . . , n

Dju = evDjv D2
iju = ev

(
DivDjv +D2

i,jv
)
,

quindi,
n∑

i,j=1
aijD

2
i,ju = ev

n∑
i,j=1

aij

(
DivDjv +D2

ijv
)

= 0

ossia
n∑

i,j=1
aij

(
DivDjv +D2

i,jv
)

= 0.

In altre parole,
−

n∑
i,j=1

aijD
2
i,jv =

n∑
i,j=1

aijDivDjv

che, posto
w =

n∑
i,j=1

aijDivDjv,

diventa

(5.6) −
n∑

i,j=1
aijD

2
i,jv = w.

Ora, per uniforme ellitticità, esiste ν > 0 tale che

w ≥ ν|Dv|2 ≥ 0,

allora |Dv|2 ≤ 1
ν
w. Sia V un aperto connesso tale che V ⊆ U . Mostriamo che w ∈ L∞(V ).

Innanzitutto, per ogni k = 1, . . . , n,

Dkw =
n∑

i,j=1
DkaijDivDjv +

n∑
i,j=1

aijD
2
k,ivDjv +

n∑
i,j=1

aijDivD
2
k,jv
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e dal fatto che aij = aji,

Dkw =
n∑

i,j=1
DkaijDivDjv +

n∑
i,j=1

aijD
2
k,ivDjv +

n∑
i,j=1

ajiDivD
2
k,jv,

ma essendo nel terzo addendo i, j indici muti, possiamo effettuare la permutazione che li
scambia ottenendo

Dkw =
n∑

i,j=1
DkaijDivDjv + 2

n∑
i,j=1

aijD
2
k,ivDjv.

In maniera del tutto simile, per ogni l = 1, . . . , n,

D2
l,kw = 2

n∑
i,j=1

aijD
3
l,k,ivDjv + 2

n∑
i,j=1

aijD
2
k,ivD

2
l,jv +R1

dove

R1 =
n∑

i,j=1
D2

l,kaijDivDjv + 2
n∑

i,j=1
DkaijD

2
l,ivDjv + 2

n∑
i,j=1

DlaijD
2
k,ivDjv.

In particolare, esiste C > 0, dipendente solo dagli aij e da V , tale che

|R1| ≤ C
(
|D2v||Dv| + |Dv|2

)
e, per la disuguaglianza di Young pesata, per ogni ε > 0,

|R1| ≤ ε|D2v|2 + C

ε
|Dv|2.

Pertanto,

−
n∑

k,l=1
aklD

2
k,lw = −2

n∑
i,j=1

aijDjv

 n∑
k,l=1

aklD
3
l,k,iv

− 2
n∑

i,j,k,l=1
aijaklD

2
k,ivD

2
l,kv +R2

dove
R2 = −

n∑
k,l=1

aklR1

e chiaramente esiste C > 0, dipendente solo dagli aij e da V , tale che

|R2| ≤ ε|D2v|2 + C

ε
|Dv|2.
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D’altra parte, per l’equazione (5.6),

Dkw = Dk

−
n∑

i,j=1
aijD

2
i,jv

 = −
n∑

i,j=1
aijD

3
k,i,jv −

n∑
i,j=1

DkaijD
2
i,jv.

Chiamiamo
R3 = −

n∑
i,j=1

DkaijD
2
i,jv,

allora esiste C > 0, dipendente solo dagli aij e da V , tale che

|R3| ≤ C|D2v|.

A questo punto, posto
b̄k = −2

n∑
l=1

aklDlv,

abbiamo subito che esiste C > 0, dipendente solo dagli aij e da V , tale che |b̄| ≤ C|Dv|.
Inoltre, risulta che

n∑
k=1

b̄kDkw = −
n∑

i,j,k=1
aij b̄kD

3
k,i,jv +R4

dove
R4 = −

n∑
k=1

b̄kR3

e quindi esiste C > 0, dipendente solo dagli aij e da V , tale che

|R4| ≤
n∑

k=1
|b̄k||R3| ≤ 2C

n∑
k,l=1

|akl||Dlv||D2v| ≤ C|Dv||D2v|

e, per la disuguaglianza di Young pesata, per ogni ε > 0

|R4| ≤ ε|D2v|2 + C

ε
|Dv|2.

Osserviamo invece che

n∑
i,j,k=1

aij b̄kD
3
k,i,jv = 2

n∑
i,j=1

aij

 n∑
k,l=1

aklDlvD
3
k,i,jv


ed effettuando la permutazione di indici che scambia k, i e l, j si ottiene

n∑
i,j,k=1

aij b̄kD
3
k,i,jv = 2

n∑
i,j=1

aijDjv

 n∑
k,l=1

aklD
3
l,k,iv

 .
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Alla luce di ciò,

−
n∑

k,l=1
aklD

2
k,lw +

n∑
k=1

b̄kDkw = −2
n∑

i,j,k,l=1
aijaklD

2
k,ivD

2
l,kv +R2 +R4.

Ora, sempre per uniforme ellitticità,

n∑
i,j,k,l=1

aijaklD
2
k,ivD

2
l,kv =

n∑
i,j=1

aij

 n∑
k,l=1

aklD
2
k,ivD

2
l,kv

 ≥
n∑

i,j=1
aij

(
ν|D2v|2

)
=

= ν|D2v|2
n∑

i,j=1
aij ≥ ν|D2v|2ν = ν2|D2v|2,

quindi scelto ε = ν2

4 , esiste C > 0, dipendente solo dagli aij e da V , tale che

−
n∑

k,l=1
aklD

2
k,lw +

n∑
k=1

b̄kDkw ≤ −ν2

2 |D2v|2 + C|Dv|2.

Sia W un aperto tale che V ⊆ W ⊆ W ⊆ U . Consideriamo la funzione di cut-
off ζ ∈ C∞

c (U) tale che 0 ≤ ζ ≤ 1, ζ = 1 su V , ζ = 0 su Rn \ W . Consideriamo
z = ζ4w ∈ Cc(U).9 Allora,

Dkz = 4ζ3Dkζw + ζ4Dkw

e
D2

l,kz = 12ζ2DlζDkζw + 4ζ3D2
l,kζw + 4ζ3DkζDlw + 4ζ3DlζDkw + ζ4D2

l,kw.

Inoltre, esisterà un qualche ξ ∈ U tale che z ammette massimo su U in ξ. In particolare,
essendo w ≥ 0, ζ(ξ) > 0 e Dz(ξ) = 0, ossia

4ζ3(ξ)Dkζ(ξ)w(ξ) + ζ4(ξ)Dkw(ξ) = 0

e dividendo per ζ3(ξ)

(5.7) 4Dkζ(ξ)w(ξ) + ζ(ξ)Dkw(ξ) = 0.

Ora,

−
n∑

k,l=1
aklD

2
k,lz = −

n∑
k,l=1

aklζ
4D2

l,kw+

−
n∑

k,l=1
akl

(
12ζ2DlζDkζw + 4ζ3D2

l,kζw + 4ζ3DkζDlw + 4ζ3DlζDkw
)

9In realtà è più regolare di così.
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mentre
n∑

k=1
b̄kDkz =

n∑
k=1

b̄kζ
4Dkw +

n∑
k=1

b̄k4ζ3Dkζw.

Posto

R5 = −
n∑

k,l=1
akl

(
12ζ2DlζDζzw + 4ζ3D2

l,kζw + 4ζ3DkζDlw + 4ζ3DlζDkw
)

+

+
n∑

k=1
b̄k4ζ3Dkζw,

esiste C > 0, dipendente solo da U, V ed L, tale che

|R5| ≤ C
(
ζ2|w| + ζ3|w| + ζ3|Dw| + |b̄|ζ3|w|

)
≤ C

(
ζ2|w| + ζ3|Dw| + ζ3|Dv||w|

)
.

Essendo quindi ξ un punto di massimo, e siccome il prodotto scalare tra una matrice
definita positiva ed una semidefinita negativa è negativo,

0 ≤ −
n∑

k,l=1
akl(ξ)D2

k,lz(ξ) +
n∑

k=1
b̄k(ξ)Dkz(ξ) =ζ4(ξ)

−
n∑

k,l=1
akl(ξ)D2

l,kw(ξ)+

+
n∑

k=1
b̄k(ξ)Dkw(ξ)

)
+R5(ξ),

ma, per l’equazione (5.7), |Dw(ξ)| ≤ C|w(ξ)| e quindi

|R5(ξ)| ≤ C
(
ζ2(ξ)|w(ξ)| + ζ3(ξ)|Dv(ξ)||w(ξ)|

)
.

Allora,

0 ≤ ζ4(ξ)
−

n∑
k,l=1

akl(ξ)D2
l,kw(ξ) +

n∑
k=1

b̄k(ξ)Dkw(ξ)
+R5(ξ) ≤

≤ ζ4(ξ)
(

−ν2

2 |D2v(ξ)|2 + C|Dv(ξ)|2
)

+ C
(
ζ2(ξ)|w(ξ)| + ζ3(ξ)|Dv(ξ)||w(ξ)|

)

da cui, ricordando che |Dv|2 ≤ |w| e osservando che, per (5.6), |w| ≤ |D2v| ,

ν2

2 ζ
4(ξ)|D2v(ξ)|2 ≤ Cζ4(ξ)|Dv(ξ)|2 + Cζ2(ξ)|w(ξ)| + ζ3(ξ)|Dv(ξ)||w(ξ)| ≤

≤ Cζ4(ξ)|w(ξ)| + Cζ2(ξ)|w(ξ)| + ζ3(ξ)|Dv(ξ)||D2v(ξ)|.
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Ora, per la disuguaglianza di Young pesata con ε = ν2

4 ζ(ξ),

ζ3(ξ)|Dv(ξ)||D2v(ξ)| ≤ ν2

4 ζ
4(ξ)|D2v(ξ)|2 + Cζ3(ξ)|Dv(ξ)|2 ≤

≤ ν2

4 ζ
4(ξ)|D2v(ξ)|2 + Cζ3(ξ)|w(ξ)|,

quindi
ν2

4 ζ
4(ξ)|D2v(ξ)|2 ≤ Cζ2(ξ)|w(ξ)| ≤ C|w(ξ)|.

Allora, essendo |w(ξ)|2 ≤ C|D2v|2,

ζ4(ξ)|w(ξ)|2 ≤ C|w(ξ)|.

In definitiva,
max

V
z ≤ C

ed essendo ζ = 1 su V possiamo concludere che ∥w∥L∞(V ) < +∞, ossia w ∈ L∞(V ).
Allora, anche Dv ∈ L∞(V ). A questo punto, dati x, y ∈ V , per la disuguaglianza di

Lagrange10, esiste η nel segmento congiungente x, y tale che

u(x)
u(y) = ev(x)−v(y) ≤ e|x−y||Dv(ξ)| ≤ ediam(V )∥Dv∥L∞(V ) < +∞.

Possiamo quindi affermare che per ogni x, y ∈ V

u(x) ≤ Cu(y)

ossia
sup

V
u ≤ Cu(y)

e quindi
sup

V
u ≤ Cinf

V
u.

Per quanto riguarda il caso generale, sia ε > 0 tale che

ũ = u+ ε > 0.

Applicando il caso precedente a ũ e poi passando al limite per ε → 0 si ha la tesi.

(5.8) Osservazione La disuguaglianza di Harnack mostra che i valori di soluzioni non
10Qui si usa la connessione.
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negative di problemi ellittici, in una regione lontana dal bordo, sono comparabili: per ogni
x, y ∈ V tale che V ⊆ U ,

1
C
u(y) ≤ u(x) ≤ Cu(y).

In particolare, se esiste x ∈ V tale che u(x) > 0, allora u > 0 in V .

6 Problemi agli autovalori

I risultati di questa sezione sono gli analoghi nel caso di problemi ellittici di alcune
affermazioni classiche di Algebra Lineare riguardo matrici simmetriche reali.

Nel corso di questa sezione consideriamo operatori in forma di divergenza del tipo

Lu = −
n∑

i,j=1
Dj(aijDiu)

con aij ∈ C∞(U). Oltre alle usuali ipotesi di struttura, considereremo anche U connesso.

(6.1) Teorema Valgono i seguenti fatti:

(a) ogni autovalore di L è reale,

(b) contando ogni autovalore con la relativa molteplicità (finita),

Σ = {λk : k ∈ N \ {0}}

dove
0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . .

e λk → +∞ se k → +∞,

(c) esiste una base hilbertiana (wk) di L2(U) costituita da autovettori wk ∈ H1
0 (U) relativi

agli autovalori λk, ossia per ogni k ∈ N \ {0}
Lwk = λkwk in U,

wk = 0 su ∂U.

Dimostrazione. In modo analogo quanto visto nei Teoremi di esistenza, si dimostra che

S = L−1 : L2(U) → L2(U)
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è un operatore compatto.
Mostriamo che S è simmetrico. Siano f, g ∈ L2(U). Allora esistono e sono uniche

u, v ∈ H1
0 (U) soluzioni deboli, rispettivamente, di

Lu = f in U,

u = 0 su ∂U,

Lu = g in U,

u = 0 su ∂U,

ossia Sf = u e Sg = v. Per la formulazione debole,

(Sf |g)2 = (u|g)2 = B(v, u)

(f |Sg)2 = (f |v)2 = B(u, v)

e per simmetria di B, si ha (Sf |g)2 = (f |Sg)2, da cui S è simmetrico. Inoltre, per ogni
f ∈ L2(U)

(Sf |f)2 = (u|f)2 = B(u, u) ≥ 0.

Dal Teorema Spettrale per operatori compatti, segue dunque che gli autovalori di S
sono tutti reali, strettamente positivi e le corrispondenti autofunzioni formano una base
hilbertiana di L2(U).

Dal fatto che per η ̸= 0, si ha che

Sw = ηw ⇐⇒ Lw = λw

con λ = 1
η
, segue la tesi.

(6.2) Definizione Chiamiamo λ1 autovalore principale o primo autovalore di L.

(6.3) Lemma Sia H uno spazio di Hilbert ed M ⊆ H non vuoto. Allora span(M) = H

se e solo se M⊥ = {0}.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

(6.4) Teorema (principio variazionale per l’autovalore principale) Valgono i
seguenti fatti:

(a) si ha che
λ1 = min

{
B(u, u) : u ∈ H1

0 (U), ∥u∥L2(U) = 1
}
,
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(b) il minimo è raggiunto in w1 > 0 tale che
Lw1 = λ1w1 in U,

w1 = 0 su ∂U,

(c) se u ∈ H1
0 (U) è una soluzione debole di

Lu = λ1u in U,

u = 0 su ∂U,

allora esiste k ∈ R tale che u = kw1.

Dimostrazione. Per la (c) del Teorema precedente e la formulazione variazionale, per
ogni k, l ∈ N \ {0},

B(wk, wl) = λkδ
l
k

e quindi

B

(
wk√
λk

,
wl√
λl

)
= δl

k.

Inoltre, se u ∈ H1
0 (U) e ∥u∥L2(U) = 1, posto dk = (u|wk)L2(U), si ha

(6.5) u =
∞∑

k=1
dkwk

11

e, per la disuguaglianza di Bessel–Parseval,

∞∑
k=1

d2
k = ∥u∥L2(U) = 1.

Consideriamo H1
0 (U) munito del prodotto scalare B( , ). Mostriamo che la norma

indotta ∥ ∥B è equivalente alla norma ∥ ∥H1
0 (U). Innanzitutto, per ogni u ∈ H1

0 (U), per
uniforme ellitticità

∥u∥2
B =

n∑
i,j=1

�
U

aijDiuDjudLn ≥ ν

�
U

|Du|2dLn = ν∥u∥2
H1

0 (U).

Viceversa,
∥u∥2

B ≤ C

�
U

|Du|2dLn = C∥u∥2
H1

0 (U).

11La serie converge in L2(U).
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In definitiva, anche (H1
0 (U), ∥ ∥B) è uno spazio di Hilbert su R.

Per quanto osservato inizialmente,
(

wk√
λk

)
è un sottoinsieme ortonormale di H1

0 (U).
Mostriamo che è una base hilbertiana di H1

0 (U) con il prodotto scalare sopra introdotto.
Questo fatto è equivalente ad affermare che

∀ u ∈ H1
0 (U) :

(
B(wk, u) = 0 per ogni k ∈ N \ {0}

)
=⇒ u = 0.12

Ma quest’ultima affermazione è vera in quanto, essendo (wk) una base hilbertiana di
L2(U), allora se per ogni k ∈ N \ {0},

B(wk, u) = λk(wk|u)L2(U) = 0

allora u = 0.
Di conseguenza,

u =
∞∑

k=1
µk

wk√
λk

13

dove µk = B
(
u, wk√

λk

)
.

Ora, siccome µk = dk

√
λk, la serie (6.5) converge anche in H1

0 (U). Allora, sfruttando
la continuità del prodotto scalare,

B(u, u) = B

( ∞∑
k=1

dkwk,
∞∑

i=1
diwi

)
= lim

m

m∑
k,i=1

dkdiB(wk, wi) = lim
m

m∑
k=1

d2
kλk ≥ λ1

∞∑
k=1

d2
k = λ1.

Siccome B(w1, w1) = λ1, allora w1 realizza il precedente minimo.

12Sia u ∈ H1
0 (U) tale che per ogni k ∈ N \ {0}, B(wk, u) = 0. Se

(
wk√
λk

)
è una base hilbertiana,

u =
∞∑

k=1
lk
wk√
λk

lk = B

(
u,

wk√
λk

)
= 1√

λk

B(wk, u) = 0,

allora u = 0. Viceversa, sia M =
{

wk√
λk

: k ∈ N \ {0}
}
. Per ipotesi, M⊥ = {0}, allora per il Lemma

precedente si ha span(M) = H1
0 (U). Se u ∈ H1

0 (U), allora esiste (uh) in span(M) tale che uh → u in
H1

0 (U). Deve essere

uh =
∞∑

k=1
a

(h)
k

wk√
λk

dove solo un numero finito di α(h)
k è non nullo. Siccome B

(
uh,

wl√
λl

)
= α

(h)
l , sfruttando la continuità del

prodotto scalare, B
(
u, wl√

λl

)
= B

(
lim

h
uh,

wl√
λl

)
= lim

h
α

(h)
l e per il Teorema della convergenza dominata

(versione discreta), si ha u = lim
h
uh =

∞∑
k=1

B
(
u, wk√

λk

)
wk√
λk

.
13La serie converge in H1

0 (U).
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Mostriamo che se u ∈ H1
0 (U) e ∥u∥L2(U) = 1, u è soluzione debole di

Lu = λ1u in U,

u = 0 su ∂U,

se e solo se B(u, u) = λ1. Se u è soluzione debole del problema precedente, per ogni
v ∈ H1

0 (U), B(u, v) = λ1(u|v)L2(U). Scelto v = u, si ha B(u, u) = λ1∥u∥2
L2(U) = λ1.

Viceversa,
∞∑

k=1
d2

kλ1 = λ1 = B(u, u) =
∞∑

k=1
d2

kλk

allora ∞∑
k=1

(λk − λ1)d2
k = 0

e di conseguenza deve essere dk = 0 se λk > λ1. Siccome λ1 ha molteplicità finita,

u =
m∑

k=1
(u|wk)L2(U)wk

per qualche m, dove i wk sono autovettori relativi all’autovalore λ1. Allora

Lu =
m∑

k=1
(u|wk)L2(U)Lwk = λ1u.

Mostriamo che se u ∈ H1
0 (U) è una soluzione debole del problema precedentemente

introdotto allora u = 0 oppure ha segno definito14. Per fare ciò, supponiamo u non nulla,
allora senza perdita di generalità possiamo prenderla tale che ∥u∥L2(U) = 1. Posto,

α =
�

U

(u+)2dLn, β =
�

U

(u−)2dLn

allora α + β = 1. Osserviamo che u± ∈ H1
0 (U) con

Du+ =

Du q.o. su {u ≥ 0} ,

0 q.o. su {u ≤ 0} ,
Du− =

0 q.o. su {u ≥ 0} ,

−Du q.o. su {u ≤ 0} .

e

B(u+, u−) =
n∑

i,j=1

�
U

aijDiu
+Dju

−dLn =

14Si intende che è strettamente positiva oppure strettamente negativa in U .
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=
n∑

i,j=1

�
U∩{u≥0}

aijDiu
+Dju

−dLn +
n∑

i,j=1

�
U∩{u≤0}

aijDiu
+Dju

−dLn = 0.

Ora,

λ1 = B(u, u) = B(u+, u+) +B(u−, u−) + 2B(u+, u−) ≥

≥ λ1∥u+∥2
L2(U) + λ1∥u−∥L2(U) = (α + β)λ1 = λ1,

allora deve essere

B(u+, u+) = λ1∥u+∥2
L2(U), B(u−, u−) = λ1∥u−∥2

L2(U).

Per il passaggio precedente quindi u+ e u− sono soluzioni deboli dei problemi
Lu

+ = λ1u
+ in U,

u+ = 0 su ∂U,

Lu
− = λ1u

− in U,

u− = 0 su ∂U.

Ma essendo gli aij ∈ C∞(U), u+ ∈ C∞(U) e

Lu+ = λ1u
+ ≥ 0 in U.

In definitiva, u+ è una supersoluzione. Per il Principio del massimo forte quindi u+ > 0
in U oppure u+ = 0 in U . Un argomento analogo vale per u−.

Sia ora u una soluzione debole non nulla del problema introdotto. Per quanto visto
sopra, �

U

w1dLn ̸= 0

e quindi esiste k ∈ R tale che
�

U

(u− kw1) dLn = 0.

Ma
L (u− kw1) = Lu− kLw1 = λ1u− kLw1 = λ1 (u− kw1)

quindi anche u− kw1 è soluzione del problema. Ma allora deve essere u = kw1 in U .

(6.6) Osservazione L’affermazione (c) del Principio variazionale per l’autovalore
principale corrisponde a dire che λ1 è semplice. In particolare,

0 < λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ . . .
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(6.7) Osservazione L’affermazione (a) del Principio variazionale per l’autovalore
principale è una caratterizzazione di λ1 attraverso un problema di minimo vincolato ed è
nota come formula di Rayleigh. Si può dimostrare, grazie all’omogeneità di B(u, u), che
è equivalente al problema di minimo libero

λ1 = min
u∈H1

0 (U)
u̸=0

B(u, u)
∥u∥2

L2(U)
.

Osserviamo infatti che

B(u, u)
∥u∥2

L2(U)
= B

(
u

∥u∥L2(U)
,

u

∥u∥L2(U)

)

e ∥∥∥∥∥ u

∥u∥L2(U)

∥∥∥∥∥
L2(U)

= 1,

allora
λ1 ≤ B(u, u)

∥u∥2
L2(U)

e quindi
λ1 ≤ min

u∈H1
0 (U)

u̸=0

B(u, u)
∥u∥2

L2(U)
.

Viceversa, se u ∈ H1
0 (U) e ∥u∥L2(U) = 1, allora

B(u, u) = B(u, u)
∥u∥2

L2(U)
≥ min

u∈H1
0 (U)

u̸=0

B(u, u)
∥u∥2

L2(U)

da cui
λ1 ≥ min

u∈H1
0 (U)

u̸=0

B(u, u)
∥u∥2

L2(U)
.

(6.8) Teorema Siano X uno spazio di Hilbert su K separabile e S : X → X un operatore
lineare compatto e autoaggiunto. Allora esiste una base hilbertiana di X composta da
autovettori di S.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

Consideriamo l’operatore S : L2(U) → L2(U) tale che

Sf = u,
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dove u ∈ H1
0 (U) è l’unica soluzione debole del problema di Dirichlet

−∆u = f in U,

u = 0 su ∂U.

15

In particolare, Im(S) ⊆ H1
0 (U). Chiaramente S è lineare e per ogni f, g ∈ L2(U), dette

u = Sf e v = Sg,

(Sf |g)L2(U) = (u|g)L2(U) =
�

U

Du ·DvdLn = (f |v)L2(U) = (f |Sg)L2(U),

quindi è pure autoaggiunto. Sia ora (fj) in L2(U) limitata. Dette uj = Sfj ∈ H1
0 (U), dalla

formulazione variazionale combinata con la disuguaglianza di Holder e la disuguaglianza
di Poincaré,

∥uj∥2
H1

0 (U) =
�

U

|Duj|2dLn =
�

U

fjujdLn ≤ ∥fj∥L2(U)∥uj∥L2(U) ≤ C∥fj∥L2(U)∥uj∥H1
0 (U),

quindi (uj) limitata in H1
0 (U). Per il Teorema di Rellich–Kondrachov, esistono (ujk

)
e u ∈ H1

0 (U) tale che ujk
→ u in L2(U). In particolare, S è compatto. Allora, per il

Teorema precedente, esiste (wk) base hilbertiana di L2(U) tale che

Swk = λkwk.

In particolare, (wk) in H1
0 (U) e

−∆wk = 1
λk

wk

in senso debole, quindi
�

U

Dwh ·DwkdLn = 1
λk

(wh|wk)L2(U),

segue che (wk) è una base hilbertiana di H1
0 (U) costituita da autovettori di −∆. In

particolare, da quanto visto sulla teoria della regolarità, le wk sono lisce.

15In altre parole S è l’operatore inverso di −∆ (debole).





Capitolo 3

Alcuni complementi di calcolo delle
variazioni

Benvenuti nel magico mondo del Calcolo delle Variazioni! Prima di proseguire si
consiglia la lettura di

FISICA MATEMATICA
appunti a cura di Alessandro Musesti

non ve ne pentirete! :-)
Nel seguito, salvo diversa specificazione, U indicherà un generico sottoinsieme aperto

limitato di Rn con ∂U di classe C1.

1 Variazione prima e variazione seconda

(1.1) Definizione Chiamiamo lagrangiana ogni applicazione L : U × R × Rn → R di
classe C∞ tale che

L(x, s, ξ) = L(x1, . . . , xn, s, ξ1, . . . , ξn)

Nel seguito considereremo funzionali della forma

I[u] =
�

U

L(x, u(x), Du(x))dLn(x)

definiti inizialmente per u ∈ C∞(U) tali che u = g su ∂U, con g un’applicazione nota. Il
funzionale I è anche detto energia in quanto molto spesso può essere interpretato come
energia meccanica di un particolare sistema fisico.
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(1.2) Definizione Sia v ∈ C∞
c (U). Consideriamo l’applicazione i : R → R tale che

i(τ) = I[u+ τv].

Chiamiamo variazione prima di I la derivata prima di i, i′(τ), e variazione seconda di I
la derivata seconda di i, i′′(τ).

(1.3) Proposizione (condizioni necessarie per l’esistenza di minimi) Se I ammette
minimo in u, allora i ammette minimo in 0. In particolare,

i′(0) = 0, i′′(0) ≥ 0.

Dimostrazione. Innanzitutto, per ogni v ∈ C∞
c (U), τ ∈ R,

u+ τv = g su ∂U

in quanto I ammette minimo in u. Allora, per ogni v ∈ C∞
c (U), τ ∈ R

I[u] ≤ I[u+ τv]

ossia i(0) ≤ i(τ) per ogni τ ∈ R, da cui la tesi.

Calcoliamo esplicitamente in queste iniziali condizioni di regolarità la variazione prima
di I in un suo minimo u.

Mostriamo innanzitutto che l’applicazione f : R × U → R tale che

f(τ, x) = L(x, u(x) + τv(x), Du(x) + τDv(x))

soddisfa le ipotesi del Teorema di derivazione sotto il segno di integrale. Innanzitutto,
per ogni τ ∈ R, essendo L di classe C∞, u ∈ C∞(U) e v ∈ C∞

c (U), allora sicuramente
l’applicazione x 7→ f(τ, x) è almeno continua in U . In particolare è sommabile. Poi per
ogni x ∈ U , sempre per il fatto che L è di classe C∞, allora l’applicazione τ 7→ f(τ, x) è
derivabile. Ora,

∂f

∂τ
(τ, x) = DsL(x, u(x) + τv(x), Du(x) + τDv(x))v(x)+

+DξL(x, u(x) + τv(x), Du(x) + τDv(x)) ·Dv(x)
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e non essendo restrittivo supporre τ ∈ [−1, 1] si ha
∣∣∣∣∣∂f∂τ (τ, x)

∣∣∣∣∣ ≤ A∥Dv∥∞ +B∥v∥∞

dove

A = max
{

|DξL(x, s, ξ)| : |ξ| ≤ ∥Du∥∞ + ∥Dv∥∞, |s| ≤ ∥u∥∞ + ∥v∥∞, x ∈ U
}

e

B = max
{

|DsL(x, s, ξ)| : |ξ| ≤ ∥Du∥∞ + ∥Dv∥∞, |s| ≤ ∥u∥∞ + ∥v∥∞, x ∈ U
}
.

Allora, detto g = (A∥Dv∥∞ +B∥v∥∞)χU : U → R, si ha per ogni x ∈ U

∣∣∣∣∣∂f∂τ (τ, x)
∣∣∣∣∣ ≤ g(x)

con g sommabile.
Per il Teorema di derivazione sotto il segno di integrale quindi

i′(τ) =
�

U

(
DsL(x, u(x) + τv(x), Du(x) + τDv(x))v(x)+

+DξL(x, u(x) + τv(x), Du(x) + τDv(x)) ·Dv(x)
)
dLn(x)

e posto τ = 0 otteniamo
�

U

(
DsL(x, u(x), Du(x))v(x) +DξL(x, u(x), Du(x)) ·Dv(x)

)
dLn(x) = 0.

A questo punto, siccome v ha supporto compatto, per la formula di Gauss–Green
�

U

(
DsL(x, u(x), Du(x)) −

n∑
i=1

Dxi

(
Dξi

L(x, u(x), Du(x))
))
v(x)dLn(x) = 0

ed il Lemma di Du Bois–Reymond si conclude che

DsL(x, u(x), Du(x)) −
n∑

i=1
Dxi

(
Dξi

L(x, u(x), Du(x))
)

= 0 in U.

(1.4) Definizione Chiamiamo equazione di Eulero–Lagrange associata al funzionale I,
l’equazione differenziale alle derivate parziali quasilineare del secondo ordine in forma di
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divergenza

−
n∑

i=1
Dxi

(
Dξi

L(x, u(x), Du(x))
)

+DsL(x, u(x), Du(x)) = 0.

Se u è un minimo di I, allora risolve l’equazione di Eulero–Lagrange associata ad
I. Molto spesso, si cerca proprio di ricondurre una PDE ad un funzionale in quanto è
solitamente estremamente più semplice trovare i punti critici di un funzionale rispetto
che risolvere direttamente l’equazione.

(1.5) Esempio Consideriamo

L(x, s, ξ) = 1
2

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj − sf(x)

con aij(x) = aji(x) per ogni i, j = 1, . . . , n. Allora, siccome per ogni i, j = 1, . . . , n

Dξi
L =

n∑
j=1

aijξj, DsL = −f,

l’equazione di Eulero–Lagrange associata al funzionale

I[u] =
�

U

1
2

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj − sf(x)
 dLn(x)

è
−

n∑
i,j=1

Dxi

(
aij(x)Dxj

u(x)
)

= f(x) in U,

ossia un’equazione alle derivate parziali lineare del secondo ordine in forma di divergenza.

Non è detto, almeno a priori, che un minimo sia una soluzione in senso classico.

(1.6) Esempio Consideriamo il problema
−∆u = 0 in U,

u = g su ∂U.

Il funzionale associato è
I[u] = 1

2

�
U

|Du|2dLn.

Se fossimo alla ricerca di soluzioni classiche, dovremmo cercare di dimostrare l’esistenza
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di minimi per I su

C2
g (U) =

{
u ∈ C2(U) ∩ C(U) : u = g su ∂U

}
.

Provando ad applicare il Metodo diretto, prendiamo (uh) in C2
g (U) tale che

I[uh] ≤ min
u∈C2

g (U)
I[u] + 1

h+ 1 .

Per andare avanti avremmo bisogno di un risultato di compattezza, tuttavia nel dominio
dove stiamo lavorando non lo abbiamo. Possiamo esibire il seguente controesempio: siano
U = ]−1, 1[, g = 1 e

uh(x) =
√

1
h

+ x2 −

√1
h

+ 1 − 1
 .

Chiaramente uh è di classe C∞ per ogni h ∈ N. Inoltre,

I[uh] = 1
2

� 1

−1

x2(
1
h

+ x2
)dx ≤ 1

2

� 1

−1
dx = 1 < +∞.

Eppure, detto u(x) = |x|, da due razionalizzazioni inverse emerge che

|uh(x) − u(x)| =

∣∣∣∣∣∣
√1

h
+ x2 −

√
x2

+
1 −

√
1
h

+ 1
∣∣∣∣∣∣ ≤ 2√

h
,

quindi uh → u uniformemente, ma u /∈ C2
g (U).

(1.7) Esempio (superfici minime) Consideriamo il funzionale d’area

I[u] =
�

U

√
1 + |Du|2dLn.

L’equazione di Eulero–Lagrange associata è

n∑
i=1

Dxi

 Dxi
u√

1 + |Du|2

 = 0 in U

ed è detta equazione delle superfici minime. L’espressione a primo membro è n volte
la curvatura media del grafico di u, quindi le superfici minime sono caratterizzate da
curvatura media nulla.

Calcoliamo esplicitamente in queste iniziali condizioni di regolarità anche la variazione
seconda di I in un suo minimo u. In modo analogo a quanto fatto per il calcolo della
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variazione prima, si verifica che è applicabile il Teorema di derivazione sotto il segno di
integrale, quindi

i′′(τ) =
�

U

 n∑
i,j=1

D2
ξi,ξj

L(x, u(x) + τv(x), Du(x) + τDv(x))Dxi
v(x)Dxj

v(x)+

+ 2
n∑

i=1
D2

ξi,s
L(x, u(x) + τv(x), Du(x) + τDv(x))Dxi

v(x)v(x)+

+D2
s,sL(x, u(x) + τv(x), Du(x) + τDv(x))v(x)2

dLn(x)

e posto τ = 0 si ha

�
U

 n∑
i,j=1

D2
ξi,ξj

L(x, u(x), Du(x))Dxi
v(x)Dxj

v(x)+

+ 2
n∑

i=1
D2

ξi,s
L(x, u(x), Du(x))Dxi

v(x)v(x)+

+D2
s,sL(x, u(x), Du(x))v(x)2

dLn(x) ≥ 0

per ogni v ∈ C∞
c (U).

Cerchiamo di estrarre delle informazioni dalla disuguaglianza precedente. Innanzitutto,
mediante approssimazione è possibile dimostrare la validità della disuguaglianza per v
lipschitziane che si annullano su ∂U .

Consideriamo ora ϱ : R → R l’applicazione tale che per ogni x ∈ R

ϱ(x+ 1) = ϱ(x)

e

ϱ(x) =

x se 0 ≤ x ≤ 1
2 ,

1 − x se 1
2 ≤ x ≤ 1.

Evidentemente |ϱ′| = 1 q.o. in R. Ora, dati ε > 0, η ∈ Rn, ζ ∈ C∞
c (U) definiamo per

ogni x ∈ U

v(x) = εϱ
(
x · η
ε

)
ζ(x)

e osserviamo che

Dxi
v(x) = ϱ′

(
x · η
ε

)
ηiζ(x) + εϱ

(
x · η
ε

)
Dxi

ζ(x).
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Pertanto,

0 ≤
�

U

n∑
i,j=1

D2
ξi,ξj

L(x, u(x), Du(x))ϱ′(x)2ηiηjζ(x)2dLn(x) + C1ε+ C2ε
2

e, se ε → 0+, ricordando che |ϱ′| = 1 q.o. in R,

0 ≤
�

U

n∑
i,j=1

D2
ξi,ξj

L(x, u(x), Du(x))ηiηjζ(x)2dLn(x).

In definitiva1, per ogni η ∈ Rn e per ogni x ∈ U

n∑
i,j=1

D2
ξi,ξj

L(x, u(x), Du(x))ηiηj ≥ 0,

da cui capiamo che sarà naturale supporre, nella prossima sezione, che L sia convesso nei
gradienti.

Prima di procedere, però, vediamo alcuni accenni al caso vettoriale.

(1.8) Definizione Chiamiamo lagrangiana ogni applicazione L : U×Rm ×Matm,n(R) →
R di classe C∞ tale che

L(x, s, ξ) = L(x1, . . . , xj, . . . , xn, s1, . . . , si, . . . , sm, ξ11, . . . , ξij, . . . , ξmn)

Si considerano funzionali della forma

I[u] =
�

U

L(x, u(x), Du(x))dLn(x)

definiti per u ∈ C∞(U ;Rm) tali che u = g su ∂U, con g : ∂U → Rm un’applicazione nota.
Come nel caso scalare, il funzionale I è anche detto energia in quanto molto spesso può
essere interpretato come energia meccanica di un particolare sistema fisico.

(1.9) Definizione Sia v ∈ C∞
c (U ;Rm). Consideriamo l’applicazione i : R → R tale che

i(τ) = I[u+ τv].

Chiamiamo variazione prima di I la derivata prima di i, i′(τ), e variazione seconda di I
la derivata seconda di i, i′′(τ).

1Si tratta di applicare una versione del Lemma di Du Bois–Reymond per le disuguaglianze.
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(1.10) Proposizione (condizioni necessarie per l’esistenza di minimi) Se I

ammette minimo in u, allora i ammette minimo in 0. In particolare,

i′(0) = 0, i′′(0) ≥ 0.

Dimostrazione. Si tratta di una semplice variante del caso scalare.

In modo analogo a quanto fatto per il caso scalare, possiamo calcolare esplicitamente
la variazione prima di I in un suo minimo u. Da questo calcolo emerge, in tutta analogia,
la seguente definizione.

(1.11) Definizione Chiamiamo (sistema di) equazioni di Eulero–Lagrange associate al
funzionale I, il sistema di equazioni differenziali alle derivate parziali quasilineari del
secondo ordine in forma di divergenza



Ds1L(x, u(x), Du(x)) −
n∑

i=j

Dxj

(
Dξ1j

L(x, u(x), Du(x))
)

= 0 in U,

...,

DsmL(x, u(x), Du(x)) −
n∑

j=1
Dxj

(
Dξmj

L(x, u(x), Du(x))
)

= 0 in U.

(1.12) Definizione Diciamo che L è una lagrangiana nulla se ogni u ∈ C2(U ;Rm) è
soluzione delle equazioni di Eulero–Lagrange.

(1.13) Teorema Sia L una lagrangiana nulla. Se u, u ∈ C2(U ;Rm) tali che u = u su
∂U , allora I[u] = I[u].

Dimostrazione. Consideriamo l’applicazione j : [0, 1] → R tale che

j(τ) = I[τu+ (1 − τ)u].

Allora, in modo analogo a quanto visto per il calcolo della variazione prima nel caso
scalare,

j′(τ) =
�

U

(
m∑

i=1
Dsi

L(x, τu(x) + (1 − τ)u(x), τDu(x) + (1 − τ)Du(x))(ui(x) − ui(x))+

+
n∑

j=1

m∑
i=1
Dξij

L(x, τu(x)+(1 − τ)u(x), τDu(x)+(1 − τ)Du(x))Dxj
(ui(x) − ui(x))

dLn(x)
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e, combinando il fatto che u− u = 0 su ∂U con le formule di Gauss–Green,

j′(τ) =
m∑

i=1

�
U

(
Dsi

L(x, τu(x) + (1 − τ)u(x), τDu(x) + (1 − τ)Du(x))+

−
n∑

j=1
Dxj

(
Dξij

L(x, τu(x) + (1 − τ)u(x), τDu(x) + (1 − τ)Du(x))
)(ui(x) − ui(x))dLn(x)

Siccome τu+ (1 − τ)u ∈ C2(U ;Rm) e L una lagrangiana nulla, segue che j′(τ) = 0 per
ogni τ ∈ [0, 1]. In particolare, j è costante su [0, 1], da cui I[u] = j(1) = j(0) = I[u], ossia
la tesi.

Se m = 1, ossia nel caso scalare, le uniche lagrangiane nulle sono le funzioni lineari in
ξ.

(1.14) Definizione Sia A ∈ Matn(R). Chiamiamo matrice dei cofattori di A la matrice

cofA

dove cof(A)ij = (−1)i+j det(A(ij)) e A(ij) ∈ Matn−1(R) è ottenuta da A eliminando la
i-esima riga e la j-esima colonna.

(1.15) Lemma Se u : Rn → Rn di classe C2, allora per ogni i = 1, . . . , n

n∑
j=1

Dxj
(cof(Du)ij) = 0,

ossia, in forma vettoriale, div(cof(Du)) = 0.

Dimostrazione. Innanzitutto, per ogni ξ ∈ Matn(R)

(det ξ)Id = ξT cof(ξ),

ossia per ogni i, j = 1, . . . , n

(1.16) (det ξ)δij =
n∑

k=1
ξkicof(ξ)kj.

Scelto ξ = Du in (1.16), deriviamo ambo i membri per xj e sommando su j otteniamo
per ogni i = 1, . . . , n

n∑
j,p,q=1

δijcof(Du)pqD
2
xj ,xq

up =
n∑

k,j=1

(
D2

xj ,xi
ukcof(Du)kj +Dxi

ukDxj
(cof(Du)kj)

)
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che può essere riscritta, scambiando q con j e p con k a primo membro, come

n∑
k=1

Dxi
uk

 n∑
j=1

Dxj
cof((Du)kj)

 = 0,

ossia come un sistema lineare omogeneo che, scambiando k con i, è

n∑
i=1

Dxk
ui

 n∑
j=1

Dxj
(cof(Du)ij)

 = 0.

A questo punto, se detDu(x0) ̸= 0, il sistema ha solo la soluzione banale, ossia per
ogni k = 1, . . . , n

n∑
j=1

Dxj
(cof(Du(x0))kj) = 0.

Se, invece, detDu(x0) = 0, sia ε > 0 tale che det(Du(x0) + εId) ̸= 0. Applicando quanto
fatto sopra a u+ εx e mandando poi ε → 0+ segue la tesi.

(1.17) Teorema L’applicazione

L(ξ) = det(ξ)

è una lagrangiana nulla.

Dimostrazione. Per (1.16), per ogni i, j = 1, . . . , n

Dξij
det(ξ) = (cofξ)ij,

da cui per ogni u ∈ C2(U ;Rn) e per ogni i = 1, . . . , n

n∑
j=1

Dxj

(
Dξij

L(Du)
)

= 0,

che è la tesi.

(1.18) Osservazione Grazie al fatto che il determinante è una lagrangiana nulla,
possiamo dare una dimostrazione alternativa del Teorema di Brouwer rispetto a quella
riportata nel Capitolo 4.

Vediamo innanzitutto il caso K = B(0, 1). Mostriamo che non esiste alcuna applica-
zione f : B(0, 1) → ∂B(0, 1) di classe C2 tale che per ogni x ∈ ∂B(0, 1) si abbia f(x) = x.
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Supponiamo, per assurdo, che una tale applicazione esista. Allora, siccome det è una
lagrangiana nulla,

�
B(0,1)

det(Df)dLn =
�

B(0,1)
det(Dx)dLn(x) =

�
B(0,1)

dLn = Ln(B(0, 1)) ̸= 0.

D’altra parte, f(x) · f(x) = |f(x)|2 = 1 per ogni x ∈ B(0, 1) quindi, differenziando ambo i
membri,

(Df)Tf = 0.

Allora, siccome |f | = 1 su B(0, 1), 0 è un autovalore per (Df)T , quindi det(Df) =
det((Df)T ) = 0, assurdo.

Mostriamo quindi che non esiste alcuna applicazione f : B(0, 1) → ∂B(0, 1) continua
tale che per ogni x ∈ ∂B(0, 1) si abbia f(x) = x. Supponiamo, per assurdo, che una
tale applicazione esista. Estendiamo f con continuità fuori da B(0, 1) in modo che sui
segmenti radiali assuma il valore che ha su ∂B(0, 1). Chiaramente, f è non nulla su tutto
Rn. Sia ε > 0 tale che l’ε-mollificatore2 ϱε realizzi ϱε ∗ f ̸= 0 su Rn e ϱε ∗ f(x) = x su
Rn \ B(0, 2). Detto ciò, l’applicazione 2ϱε∗f

|ϱε∗f | , a meno di un riscalamento, è un’applicazione
liscia che è l’identità su ∂B(0, 1), da cui l’assurdo.

A questo punto, la conclusione segue in modo simile a come riportato nel Capitolo 4.

2 Esistenza ed unicità di minimi

In questa sezione ci occupiamo del caso scalare. Nel seguito considereremo q ∈ ]1,∞[.
Se L è coercitiva, esistono α > 0, β ≥ 0 tali che per ogni x ∈ U, s ∈ R, ξ ∈ Rn

L(x, s, ξ) ≥ α|ξ|q − β.

Allora,

I[u] =
�

U

L(x, u,Du)dLn(x) ≥
�

U

(α|Du|q − β) dLn = α∥Du∥q
Lq(U) − γ

dove γ = βLn(U) > 0. Riassumendo,

(2.1) I[u] ≥ α∥Du∥q
Lq(U) − γ,

2Perché abbiamo bisogno di un’applicazione almeno di classe C2, così è pure C∞.
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detta condizione di coercitività di I. Osserviamo subito che se ∥Du∥Lq(U) → +∞, allora
I[u] → +∞. La condizione di coercitività ha significato anche per u meno regolari
rispetto alle ipotesi iniziali.

Non è detto, a priori, che il funzionale ammetta minimo.

(2.2) Esempio Dato q ∈ ]2, 2∗[, sia I : H1
0 (U) → R tale che

I[u] = 1
2

�
U

|Du|2dLn − 1
q

�
U

|u|qdLn.

Dato u0 ∈ H1
0 (U), consideriamo la successione (hu0). Allora,

I[hu0] = h2

2

�
U

|Du|2dLn − hq

q

�
U

|u|qdLn ≤ C(h2 − hq) → −∞,

quindi I non può ammettere minimo su H1
0 (U).

Considereremo, da questo punto in poi, I : W 1,q
0 (U) → R. Osserviamo che, anche se è

ben definito, potrebbe comunque fare +∞.

(2.3) Teorema Supponiamo che L sia inferiormente limitata e convessa nella variabile
ξ. Allora I è debolmente inferiormente semicontinuo.

Dimostrazione. Innanzitutto, senza perdita di generalità3, siccome L è inferiormente
limitata, possiamo supporre che

L ≥ 0.

Siano (uh) in W 1,q
0 (U) ed u ∈ W 1,q

0 (U) tali che uh ⇀ u in W 1,q
0 (U). Chiamiamo

l = lim inf
n

I[uh].

Mostriamo che I[u] ≤ l. Innanzitutto, a meno di una sottosuccessione, possiamo
supporre che l = lim

h
I[uh]. Inoltre, per il Teorema di Rellich, sicuramente uh → u in

Lq(U) e quindi, a meno di una ulteriore sottosuccessione, uh → u q.o. in U . Se ε > 0,
per il Teorema di Severini–Egorov esiste allora Eε ⊆ U tale che uh → u uniformemente
su Eε e

Ln(U \ Eε) < ε.

Senza perdita di generalità possiamo supporre Eε ⊆ Eε′ se 0 < ε′ < ε. Poniamo

Fε =
{
x ∈ U : |u(x)| + |Du(x)| ≤ 1

ε

}
.

3Siccome L ≥ β e siamo in un dominio limitato, si tratta di applicare gli argomenti seguenti
all’applicazione L̂ = L− β ≥ 0.
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Osserviamo subito che

N =
�

U

(|u|q + |Du|q) dLn < +∞,

ma

N =
�

Fε

(|u|q + |Du|q) dLn +
�

U\Fε

(|u|q + |Du|q) dLn ≥
�

U\Fε

(|u|q + |Du|q) dLn ≥

≥
�

U\Fε

( 1
2ε

)q

dLn =
( 1

2ε

)q

Ln(U \ Fε)

e quindi
Ln(U \ Fε) ≤ (2ε)qN

da cui
lim

ε→0+
Ln(U \ Fε) = 0.

Consideriamo anche
Gε = Eε ∩ Fε.

Siccome, utilizzando le Leggi di De Morgan,

Ln(U \Gε) = Ln((U \ Eε) ∪ (U \ Fε)) ≤ Ln(U \ Eε) + Ln(U \ Fε)

abbiamo subito che
lim

ε→0+
Ln(U \Gε) = 0.

Ora, essendo L di classe C∞ e convessa nella variabile ξ, per ogni x ∈ U , per ogni s ∈ R
e per ogni ξ, η ∈ Rn

L(x, s, ξ) ≥ L(x, s, η) +DξL(x, s, η) · (ξ − η)4

e quindi

I[uh] =
�

U

L(x, uh(x), Duh(x))dLn(x) ≥
�

Gε

L(x, uh(x), Duh(x))dLn(x) ≥

≥
�

Gε

L(x, uh(x), Du(x))dLn(x)+

+
�

Gε

DξL(x, uh(x), Du(x)) · (Duh(x) −Du(x))dLn(x) =

4Ossia L sta sopra il suo piano tangente in ξ.
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=
�

Gε

L(x, uh(x), Du(x))dLn(x)+

+
�

Gε

(DξL(x, uh(x), Du(x)) −DξL(x, u(x), Du(x))) · (Duh(x) −Du(x))dLn(x)+

+
�

Gε

DξL(x, u(x), Du(x)) · (Duh(x) −Du(x))dLn(x).

Ora, utilizzando la disuguaglianza di Holder,∣∣∣∣∣
�

Gε

(DξL(x, uh(x), Du(x)) −DξL(x, u(x), Du(x))) · (Duh(x) −Du(x))dLn(x)
∣∣∣∣∣ ≤

≤
�

Gε

|DξL(x, uh(x), Du(x)) −DξL(x, u(x), Du(x))||Duh(x) −Du(x)|dLn(x) ≤

≤ ∥DξL(·, uh, Du) −DξL(·, u,Du)∥Lq′ (Gε)∥Duh −Du∥Lq(Gε),

ma Duh − Du ⇀ 0 in Lq(U) e quindi in particolare (Duh − Du) è limitata in Lq(U),
quindi in Lq(Gε). Ne risulta che

∣∣∣∣∣
�

Gε

(DξL(x, uh(x), Du(x)) −DξL(x, u(x), Du(x))) · (Duh(x) −Du(x))dLn(x)
∣∣∣∣∣ ≤

≤ C∥DξL(·, uh, Du) −DξL(·, u,Du)∥Lq′ (Gε).

Dal Teorema di Lagrange ora, esiste σ ∈ [0, 1] tale che
∣∣∣∣∣
�

Gε

(DξL(x, uh(x), Du(x)) −DξL(x, u(x), Du(x))) · (Duh(x) −Du(x))dLn(x)
∣∣∣∣∣ ≤

≤ C

(�
Gε

∣∣∣D2
s,ξL(x, σuh(x) + (1 − σ)u(x), Du(x))

∣∣∣q′

|uh(x) − u(x)|q
′
dLn(x)

) 1
q′

≤

≤ C∥uh − u∥L∞(Gε)

(�
Gε

∣∣∣D2
s,ξL(x, σuh(x) + (1 − σ)u(x), Du(x))

∣∣∣q′

dLn(x)
) 1

q′

.

Siccome

|σuh − (1 − σ)u| ≤ σ|uh| + (1 − σ)|u| ≤ σ|uh − u| + |u| ≤ σ∥uh − u∥L∞(Gε) + 1
ε

≤ 2
ε

si ha che ∥D2
s,ξL(·, u,Du)∥L∞(Gε) < +∞ e quindi

∣∣∣∣∣
�

Gε

(DξL(x, uh(x), Du(x)) −DξL(x, u(x), Du(x))) · (Duh(x) −Du(x))dLn(x)
∣∣∣∣∣ ≤

≤ C∥uh − u∥L∞(Gε).
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In definitiva, se h → +∞
�

Gε

(DξL(x, uh(x), Du(x)) −DξL(x, u(x), Du(x))) · (Duh(x) −Du(x))dLn(x) → 0.

Analogamente5, si vede che se h → +∞
�

Gε

L(x, uh(x), Du(x))dLn(x) →
�

Gε

L(x, u(x), Du(x))dLn(x).

Invece,
�

Gε

DξL(x, u(x), Du(x)) · (Duh(x) −Du(x))dLn(x) =
�

U

χGε(x)DξL(x, u(x), Du(x))·

· (Duh(x) −Du(x))dLn(x),

ma, su Gε, DξL(x, u(x), Du(x)) è limitato e quindi in particolare sta in Lq′(U). Per
convergenza debole si conclude quindi che se h → +∞

�
Gε

DξL(x, u(x), Du(x)) · (Duh(x) −Du(x))dLn(x) → 0.

Riassumendo, per ogni ε > 0

l = lim
h
I[uh] ≥

�
Gε

L(x, u(x), Du(x))dLn(x).

Ora, �
Gε

L(x, u(x), Du(x))dLn(x) =
�

U

gε(x)dLn(x),

dove
gε(x) = χGε(x)L(x, u(x), Du(x)) ≥ 0.

Inoltre, se ε′ < ε,
1
ε
<

1
ε′

e quindi Fε ⊆ Fε′ . Ciò, combinato con il fatto che Eε ⊆ Eε′ , permette di dedurre che

gε ≤ gε′ .

Siccome poi Ln(U \Gε) → 0 per ε → 0, si ha anche che se ε → 0, gε → L(x, u(x), Du(x))

5Aggiungi e togli L(x, u(x), Du(x)) e poi ragiona come sopra.
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q.o. in U. Dal Teorema di Beppo–Levi segue dunque che se ε → 0

l ≥
�

U

L(x, u(x,Du(x)))dLn(x) = I[u].

(2.4) Osservazione Vale la pena di notare che la difficoltà della dimostrazione sta
nel fatto che Duh ⇀ Du in Lq(U) non implica, nemmeno passando a sottosuccessioni,
Duh → Du q.o. in U . La chiave per superare questo ostacolo risiede proprio nella
convessità nei gradienti.

(2.5) Teorema (di esistenza) Supponiamo che L sia coercitiva e convessa in ξ.
Allora esiste u ∈ W 1,q

0 (U) tale che

I[u] = min
w∈W 1,q

0 (U)
I[w].

Dimostrazione. Si tratta di applicare il Metodo Diretto del Calcolo delle Variazioni.

Senza pretesa di completezza, la seguente è una possibile condizione sufficiente per
l’unicità del minimo.

(2.6) Teorema (di unicità) Supponiamo che L sia coercitiva e convessa nella variabile
ξ. Supponiamo inoltre che L non dipenda da s e che esista ν > 0 tale che per ogni x ∈ U ,
per ogni ξ, η ∈ Rn

n∑
i,j=1

D2
ξi,ξj

L(x, ξ)ηiηj ≥ ν|η|2. (uniforme convessità)

Allora esiste ed è unico u ∈ W 1,q
0 (U) tale che

I[u] = min
w∈W 1,q

0 (U)
I[w].

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

(2.7) Definizione Diciamo che u ∈ W 1,q
0 (U) è soluzione debole dell’equazione di

Eulero–Lagrange associata ad L
−∑n

i=1 D
2
xi,ξi

(L(x, u(x), Du(x))) +DsL(x, u(x), Du(x)) = 0 in U,

u = 0 su ∂U,
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se per ogni v ∈ W 1,q
0 (U) si ha

�
U

(
n∑

i=1
Dξi

L(x, u(x), Du(x))Dxi
v(x) +DsL(x, u(x), Du(x))v(x)

)
dLn(x) = 0.

(2.8) Teorema Supponiamo esista C > 0 tale che per ogni x ∈ U , per ogni s ∈ R e per
ogni ξ ∈ Rn

|L(x, s, ξ)| ≤ C(1 + |s|q + |ξ|q),

|DξL(x, s, ξ)| ≤ C(1 + |s|q−1 + |ξ|q−1),

|DsL(x, s, ξ)| ≤ C(1 + |s|q−1 + |ξ|q−1).

Se u ∈ W 1,q
0 (U) è tale che

I[u] = min
w∈W 1,q

0 (U)
I[w],

allora è soluzione debole dell’equazione di Eulero–Lagrange associata ad L.

Dimostrazione. Sia v ∈ W 1,q
0 (U). Dalla prima stima di crescita ricaviamo subito che

|i(τ)| < +∞ per ogni τ ∈ R. Ora, se τ ̸= 0,

i(τ) − i(0)
τ − 0 =

�
U

L(x, u(x) + τv(x), Du(x) + τDv(x)) − L(x, u(x), Du(x))
τ

dLn(x).

Per τ → 0,

L(·, u+ τv,Du+ τDv) − L(·, u,Du)
τ

→
n∑

i=1
Dξi

L(·, u,Du)Dxi
v +DsL(·, u,Du)v

q.o. in U . Inoltre, per il Teorema fondamentale del calcolo integrale, per q.o. x ∈ U ,

L(x, u(x) + τv(x), Du(x) + τDv(x)) − L(x, u(x), Du(x))
τ

=

= 1
τ

� τ

0

d

dt
L(x, u(x) + tv(x,Du(x+ tDv(x))dt =

= 1
τ

� τ

0

(
n∑

i=1
Dξi

L(x, u(x), Du(x))Dxi
v(x) +DsL(x, u(x), Du(x))v(x)

)
dt.

e quindi combinando le stime di crescita con la disuguaglianza di Young si ottiene che∣∣∣∣∣L(x, u(x) + τv(x), Du(x) + τDv(x)) − L(x, u(x), Du(x))
τ

∣∣∣∣∣ ≤

≤ C (|Du|q + |u|q + |Dv|q + |v|q + 1) ∈ L1(U).
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Il Teorema della convergenza dominata restituisce quindi

0 = i′(0) =
�

U

(
n∑

i=1
Dξi

L(x, u(x), Du(x))Dxi
v(x) +DξL(x, u(x), Du(x))v(x)

)
dLn(x),

da cui la tesi.

(2.9) Osservazione Le stime di crescita possono essere indebolite. I dettagli esulano
però dai nostri scopi.

(2.10) Proposizione Supponiamo che per ogni x ∈ U l’applicazione {(s, ξ) 7→ L(x, s, ξ)}
sia convessa. Allora ogni soluzione debole dell’equazione di Eulero–Lagrange associata ad
L è un minimo per I.

Dimostrazione. Sia u una soluzione debole dell’equazione di Eulero–Lagrange associata
ad L. Sia w ∈ W 1,q

0 (U). Dalla convessità dell’applicazione {(s, ξ) 7→ L(x, s, ξ)} si ha che
per ogni x ∈ U , per ogni s ∈ R e per ogni ξ, η ∈ Rn

L(x, s, ξ) +DξL(x, s, ξ) · (η − ξ) +DsL(x, s, ξ) · (w − s) ≤ L(x,w, η).

Allora, scelto ξ = Du(x), η = Dw(x), s = u(x) ed integrando su U

I[u] +
�

U

(
DξL(x, u(x), Du(x)) · (Dw(x) −Du(x))+

+DsL(x, u(x), Du(x)) · (w(x) − u(x))
)
dLn(x) ≤ I[w]

ma dal fatto che u è soluzione debole e che w − u ∈ W 1,q
0 (U) si ottiene

I[u] ≤ I[w]

da cui la tesi.

3 Vincoli

In questa sezione, U indicherà un generico sottoinsieme aperto limitato di Rn e con
∂U di classe C∞.

Ci poniamo l’obiettivo di studiare alcune tipologie di problemi vincolati. Iniziamo
dal caso dei vincoli di tipo integrale, di cui studiamo il seguente problema modello:
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consideriamo U connesso ed il funzionale I : H1
0 (U) → R tale che

I[w] = 1
2

�
U

|Dw|2dLn.

In aggiunta, data un’applicazione G : R → R liscia, tale che, detta g = G′, si abbia per
ogni z ∈ R

|g(z)| ≤ C(1 + |z|),

e quindi, di conseguenza,
|G(z)| ≤ C(1 + |z|2),

per qualche C > 0, consideriamo anche il funzionale J : H1
0 (U) → R tale che

J [w] =
�

U

G(w)dLn.

Detto
A =

{
w ∈ H1

0 (U) : J [w] = 0
}
,

siamo interessati a
inf

w∈A
I[w].

(3.1) Teorema Se A è non vuoto, allora esiste u ∈ A tale che

I[u] = min
w∈A

I[w].

Dimostrazione. 6 Sia (uh) in A una successione minimizzante, ossia

I[uh] → inf
A
I.

In particolare, esiste K > 0 tale che per ogni h ∈ N

∥uh∥H1
0 (U) =

√
2I[uh] ≤ K < +∞,

quindi, per il Teorema di Eberlein–Smulian, esistono u ∈ H1
0 (U) e (uhk

) tale che uhk
⇀ u

in H1
0 (U). In particolare, per la debole semicontinuità inferiore della norma di H1

0 (U),

I[u] ≤ lim inf
k

I[uhk
] = inf

A
I.

6Si tratta di usare il Metodo Diretto del Calcolo delle Variazioni.
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Per il Teorema di Rellich–Kondrachov e l’unicità del limite, a meno di sottosuccessioni,
uhk

→ u in L2(U), quindi7

|J [u]| = |J [u] − J [uhk
]| ≤

�
U

|G(u) −G(uhk
)|dLn ≤ C

�
U

|u− uhk
|(1 + |u| + |uhk

|)dLn,

da cui, per la Disuguaglianza di Holder,

|J [u]| ≤ C∥u− uhk
∥L2(U) → 0,

ossia J [u] = 0, quindi u ∈ A e la tesi segue.

Vediamo come scrivere l’equazione di Eulero–Lagrange.

(3.2) Teorema Sia u ∈ A tale che

I[u] = min
w∈A

I[w].

Esiste λ ∈ R tale che per ogni v ∈ H1
0 (U)

�
U

Du ·DvdLn = λ

�
U

g(u)vdLn.

Dimostrazione. Fissiamo, innanzitutto, v ∈ H1
0 (U). Vediamo dapprima il caso in cui

g(u) ̸= 0 q.o. in U . In particolare, esiste w ∈ H1
0 (U) tale che

�
U

g(u)wdLn ̸= 0 :

infatti se, per assurdo, per ogni w ∈ H1
0 (U) si avesse

�
U

g(u)wdLn = 0,

in particolare varrebbe per ogni w ∈ C∞
c (U) quindi, per il Lemma di Du Bois-Reymond,

si otterrebbe g(u) = 0 q.o. in U , che è assurdo. Consideriamo j : R2 → R tale che

j(τ, σ) = J [u+ τv + σw] =
�

U

G(u+ τv + σw)dLn.

7Si usa il fatto che

|G(t) −G(s)| ≤
� t

s

|g(τ)|dτ ≤ C

� t

s

(1 + |τ |)dτ ≤ C

� t

s

(1 + |s| + |t|)dτ ≤ C|t− s|(1 + |s| + |t|).
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Chiaramente j(0, 0) = J [u] = 0. Inoltre, per il Teorema di passaggio al limite sotto il
segno di integrale ed il Teorema della convergenza dominata, si può osservare che j è di
classe C1 e

∂j

∂τ
(τ, σ) =

�
U

g(u+ τv + σw)vdLn,
∂j

∂σ
(τ, σ) =

�
U

g(u+ τv + σw)wdLn.

In particolare,
∂j

∂σ
(0, 0) ̸= 0.

Per il Teorema delle funzioni implicite, esiste τ0 > 0 e φ : [−τ0, τ0] → R di classe C1 tale
che φ(0) = 0 e j(τ, φ(τ)) = 0 per ogni τ ∈ [−τ0, τ0]. In particolare,

∂j

∂τ
(τ, φ(τ)) + ∂j

∂σ
(τ, φ(τ))φ′(τ) = 0,

da cui
φ′(0) = −

�
U
g(u)vdLn�

U
g(u)wdLn

.

Sia i : [−τ0, τ0] → R di classe C1 tale che

i(τ) = I[u+ τv + φ(τ)w].

Siccome j(τ, φ(τ)) = 0, allora u+ τv + φ(τ)w ∈ A. In particolare, siccome I ha minimo
in u, i ha minimo in 0 quindi, per il Teorema di derivazione sotto il segno di integrale,

0 = i′(0) =
�

U

Du · (Dv + φ′(0)Dw)dLn

da cui, posto

λ =
�

U
Du ·DwdLn�

U
g(u)wdLn

,

si ha �
U

Du ·DvdLn = λ

�
U

g(u)vdLn.

Se, invece, g = 0 q.o. in U , in particolare, DG(u) = g(u)Du = 0 q.o. in U .8 Dal

8Si tratta di usare il seguente fatto generale.
Teorema Sia u ∈ W 1,1

loc (U ;Rk) e sia g : Rk → R un’applicazione di classe C1. Valgono i seguenti fatti:

(a) g(u) è Ln-misurabile e Dg(u) ·Dj(u) è Ln-misurabile per ogni j = 1, . . . , n,

(b) se g(u) ∈ L1
loc(U) e Dg(u) · Dju ∈ L1

loc(U) per ogni j = 1, . . . , n, allora g(u) ∈ W 1,1
loc (U) e

Dj(g(u)) = Dg(u) ·Dj(u) per ogni j = 1, . . . , n.
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fatto che U è connesso, segue che G(u) è costante su q.o. su U , ma J [u] = 0, quindi
G(u) = 0 q.o. in U . Siccome u = 0 su ∂U nel senso delle tracce, segue che G(0) = 0.9 In
particolare, u = 0 q.o. in U : se così non fosse, siccome 0 è ammissibile, verrebbe violata
la minimalità di u essendo I[u] > I[0] = 0. La tesi, in questo caso, segue quindi per un
qualsiasi λ ∈ R.

(3.3) Osservazione Il Teorema precedente afferma che i minimi del funzionale I su A
sono soluzioni deboli del problema di Dirichlet10

−∆u = λg(u) in U,

u = 0 su ∂U,

dove λ è il moltiplicatore di Lagrange corrispondente al vincolo integrale J [u] = 0.

Veniamo ora al caso dei vincoli unilateri, di cui studiamo l’esempio notevole del
problema dell’ostacolo: consideriamo f : U → R liscia ed il funzionale I : H1

0 (U) → R
tale che

I[w] =
�

U

(1
2 |Dw|2 − fw

)
dLn.

Data un’applicazione h : U → R liscia, detta ostacolo, e detto

A =
{
w ∈ H1

0 (U) : w ≥ h q.o. in U
}
,

siamo interessati a
inf

w∈A
I[w].

Chiaramente, A è un insieme convesso.

(3.4) Teorema Se A è non vuoto, allora esiste ed è unico u ∈ A tale che

I[u] = min
w∈A

I[w].

Dimostrazione. Sia (uh) in A una successione minimizzante, ossia

I[uh] → inf
A
I.

9Per definizione, esiste (uh) in C∞
c (U) tale che uh → u in H1

0 (U). Siccome G è liscia, in particolare,
G(uh) è di classe C∞ per ogni h ∈ N e G(uh) → G(u) in W 1,1(U). Allora,

T (G(u)) = lim
h
G(uh)|∂U = lim

h
G(uh|∂U ) = lim

h
G(0) = G(Tu),

quindi 0 = T (0) = TG(u) = G(Tu) = G(0).
10Che è un problema agli autovalori non-lineare nelle incognite (u, λ), con u ̸= 0.
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In particolare, per la Disuguaglianza di Holder e la disuguaglianza di Poincaré,

∥uh∥2
H1

0 (U) ≤ 2I[uh] + C∥f∥L∞(U)∥uh∥H1
0 (U)

e quindi, per la Disuguaglianza di Young pesata,

∥uh∥2
H1

0 (U) ≤ 4I[uh] + C.

Esiste, dunque, K > 0 tale che per ogni h ∈ N

∥uh∥H1
0 (U) ≤ K < +∞,

quindi, per il Teorema di Eberlein–Smulian, esistono u ∈ H1
0 (U) e (uhk

) tale che uhk
⇀ u

in H1
0 (U). Per il Teorema di Rellich–Kondrachov e l’unicità del limite, a meno di

sottosuccessioni, uhk
→ u in L2(U), quindi uhk

⇀ u in L2(U) e, per le proprietà degli
Spazi di Lebesgue, a meno di sottosuccessioni, uhk

→ u q.o. in U , quindi uhk
≥ h q.o. in

U . Inoltre, usando anche la debole semicontinuità inferiore della norma di H1
0 (U),

I[u] ≤ lim inf
k

I[uhk
] = inf

A
I,

quindi
I[u] = min

w∈A
I[w].

Supponiamo ora, per assurdo, che esistano u, u ∈ A tali che u ̸= u q.o. in U e

I[u] = min
w∈A

I[w] = I[u].

Siccome A è convesso, 1
2(u+u) ∈ A. Ma, per il fatto che ∥ ∥H1

0 (U) è una norma su H1
0 (U),

I
[
u+ u

2

]
=
�

U

1
2

(∣∣∣∣Du+Du

2

∣∣∣∣2 − 1
2fu− 1

2fu
)
dLn =

=
�

U

1
8

(
|Du|2 + |Du|2 + 2Du ·Du− 1

2fu− 1
2fu

)
dLn =

=
�

U

1
8

(
2|Du|2 + 2|Du|2 − |Du−Du|2 − 1

2fu− 1
2fu

)
dLn <

<
1
2I[u] + 1

2I[u] = min
A

I,

assurdo e la tesi è dimostrata.
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(3.5) Teorema Sia u ∈ A l’unica soluzione di

I[u] = min
w∈A

I[w].

Per ogni v ∈ A �
U

Du ·D(v − u)dLn ≥
�

U

f(v − u)dLn.

Dimostrazione. Fissiamo, innanzitutto, v ∈ A. Per ogni τ ∈ [0, 1], siccome A è convesso,
u+ τ(v − u) ∈ A. Consideriamo i : [0, 1] → R di classe C1 tale che

i(τ) = I[u+ τ(v − u)].

Allora i(0) ≤ i(τ) per ogni τ ∈ [0, 1] quindi, per il Teorema della convergenza dominata,

0 ≤ lim
τ→0

i(τ) − i(0)
τ

=
�

U

(Du ·D(v − u) − f(v − u)) dLn,

da cui la tesi.

Potendo dimostrare che u ∈ W 2,∞(U)11, allora l’insieme

O = {x ∈ U : u(x) > h(x)}

è aperto. Mostriamo che u ∈ C∞(O) ed è soluzione dell’equazione

−∆u = f in O.

Sulla base della teoria della regolarità dei problemi lineari, è sufficiente dimostrare che è
soluzione debole. Fissiamo v ∈ C∞

c (O). Prima di tutto, esiste δ0 > 0 tale che per ogni
τ ∈ ]−δ0, δ0[ si abbia u+ τv ∈ A: infatti se, per assurdo, esistesse (τj) convergente a 0
tale che u + τjv /∈ A allora, siccome v ha supporto in O e u ≥ h q.o. su U , dovrebbe
essere u+ τjv < h q.o. in O e, passando al limite su j, u ≤ h q.o. in O, da cui l’assurdo.
In particolare,

τ

�
O

(Du ·Dv − fv) dLn ≥ 0.

Siccome, in questo caso, è possibile scambiare τ con −τ , si ottiene
�

O

(Du ·Dv − fv) dLn = 0.

11Noi lo prendiamo per buono.
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Se ora v ∈ C∞
c (U) tale che v ≥ 0 e τ ∈ ]0, 1], u+ τv ≥ u ≥ h, quindi u+ τv ∈ A. In

particolare, �
U

(Du ·Dv − fv) dLn ≥ 0.

Dal fatto che u ∈ W 2,∞(U), si deduce che
�

U

(−∆u− f) vdLn ≥ 0,

ossia −∆u ≥ f q.o. in U .
Riassumendo, u ≥ h,−∆u ≥ f q.o. in U,

−∆u = f su O.

In particolare, chiamiamo frontiera libera l’insieme F = ∂O ∩ U .

(3.6) Osservazione Lo studio dei problemi di frontiera libera è importante in molti
ambiti: si trovano applicazioni nello studio di problemi di controllo ottimo legato al tempo
di arresto di un moto browniano, in idrologia, nella teoria della plasticità,. . .

Vediamo, infine, il caso dei vincoli puntuali, di cui studiamo l’esempio notevole delle
mappe armoniche sulla sfera: consideriamo il funzionale I : H1(U ;Rm) → R tale che

I[w] = 1
2

�
U

|Dw|2dLn.

Data g ∈ L2(∂U ;Rm) e detto

A =
{
w ∈ H1(U ;Rm) : w = g su ∂U nel senso delle tracce, |w| = 1 q.o. in U

}
,

siamo interessati a
inf

w∈A
I[w].

L’idea è di minimizzare il funzionale energia su tutte le applicazioni da U ⊆ Rn nella
sfera ∂B(0, 1) ⊆ Rm.

(3.7) Osservazione Il problema delle mappe armoniche sulla sfera è utile per studiare
alcuni modelli per i cristalli liquidi: in particolare, è usato nella Teoria di Frank.

(3.8) Teorema Se A è non vuoto, allora esiste u ∈ A tale che

I[u] = min
w∈A

I[w].
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Dimostrazione. 12 Sia (uh) in A una successione minimizzante, ossia

I[uh] → inf
A
I.

In particolare, per il vincolo puntuale,

∥uh∥2
H1(U ;Rm) =

�
U

|uh|2dLn + 2I[uh] ≤ Ln(U) + 2I[uh].

Esiste, dunque, K > 0 tale che per ogni h ∈ N

∥uh∥H1(U ;Rm) ≤ K < +∞,

quindi, per il Teorema di Eberlein–Smulian, esistono u ∈ H1(U ;Rm) e (uhk
) tale che

uhk
⇀ u in H1(U ;Rm). Per il Teorema di Rellich–Kondrachov e l’unicità del limite, a

meno di sottosuccessioni, uhk
→ u in L2(U ;Rm), quindi uhk

⇀ u in L2(U ;Rm) e, per le
proprietà degli Spazi di Lebesgue, a meno di sottosuccessioni, uhk

→ u q.o. in U , quindi
|u| = 1 q.o. in U e, per convergenza debole,

�
∂U

|Tu− g|2dHn−1 ≤ C

�
∂U

|Tu− Tuhk
|2dHn−1 + C

�
∂U

|Tuh − g|2dHn−1 =

= C

�
∂U

|Tu− Tuhk
|2dHn−1 → 0,

quindi u = g su ∂U nel senso delle tracce. Inoltre, usando anche la debole semicontinuità
inferiore della norma di H1(U ;Rm),

I[u] ≤ lim inf
k

I[uhk
] = inf

A
I,

quindi
I[u] = min

w∈A
I[w].

Vediamo come scrivere l’equazione di Eulero–Lagrange.

(3.9) Teorema Sia u ∈ A tale che

I[u] = min
w∈A

I[w].

12Si tratta di usare il Metodo Diretto del Calcolo delle Variazioni.
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Per ogni v ∈ H1
0 (U ;Rm) ∩ L∞(U ;Rm)13

�
U

Du ·DvdLn =
�

U

|Du|2u · vdLn.

Dimostrazione. Fissiamo, innanzitutto, v ∈ H1
0 (U ;Rm) ∩ L∞(U ;Rm). Usando il vincolo

puntuale, segue l’esistenza di δ > 0 e σ > 0 tale che per ogni τ ∈ ]−δ, δ[ si abbia
|u + τv| ≥ σ q.o. in U : infatti se, per assurdo, esistessero (τj), (σj) convergenti a zero
tali che |u+ τjv| < σj q.o. in U , si avrebbe u = 0 q.o. in U , assurdo.

Mostriamo che u+τv
|u+τv| ∈ A per ogni τ ∈ ]−δ, δ[. Innanzitutto, u+τv

|u+τv| ∈ H1(U ;Rm)14 e∣∣∣ u+τv
|u+τv|

∣∣∣ = 1 q.o. in U . Inoltre, siccome15

T (u+ τv) = Tu+ τTv = Tu = g, T |u+ τv| = |Tu+ τTv| = |Tu| = |g| = 1

allora T
(

u+τv
|u+τv|

)
= g q.o. in ∂U .16

Consideriamo i : ]−δ, δ[ → R di classe C1 tale che

i(τ) = I

[
u+ τv

|u+ τv|

]
.

In particolare, siccome I ha minimo in u, i ha minimo in 0 quindi, per il Teorema di
derivazione sotto il segno di integrale,

0 = i′(0) =
�

U

Du ·D
(
d

dτ

(
u+ τv

|u+ τv|

)
|τ=0

)
dLn.

13In modo che l’integrale a secondo membro sia finito, infatti, per il vincolo puntuale,∣∣∣∣�
U

|Du|2u · vdLn

∣∣∣∣ ≤
�

U

|Du|2|u||v|dLn =
�

U

|Du|2|v|dLn ≤ ∥v∥L∞(U ;Rm)∥u∥H1(U ;Rm) < +∞.

14La stima della norma L2 è evidente perché esce l’integrale di 1. La parte con i gradienti segue dal
seguente fatto generale

Dj

(
wi

|w|

)
=
Djwi|w| − 1

|w|

m∑
h=1

wiwhDjwh

|w|2
,

combinato con il fatto che |u+ τv| ≥ σ q.o. in U ed il vincolo puntuale.
15Osserviamo che

T

 m∑
j=1

u2
j

 =
m∑

j=1
(Tuj)2 =

m∑
j=1

g2
j ,

dove abbiamo sottinteso un buon comportamento della traccia, che già è stato evidenziato nel caso dei
vincoli integrali, ossia |g| = 1.

16Abbiamo qui sottinteso un buon comportamento della traccia rispetto al quoziente.
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Ora,
d

dτ

u+ τv

|u+ τv|
= v

|u+ τv|
− ((u+ τv) · v)(u+ τv)

|u+ τv|3
,

quindi
d

dτ

(
u+ τv

|u+ τv|

)
|τ=0 = v − (u · v)u,

da cui �
U

Du ·DvdLn =
�

U

Du ·D((u · v)u)dLn.

Essendo |u|2 = 1, (Du)Tu = 0, quindi

Du ·D((u · v)v) =
m∑

i=1

n∑
j=1

Djui

(
m∑

h=1
Dj(vhuhui)

)
=

=
m∑

i,h=1

n∑
j=1

(
|Djui|2vhuh +DjuiuhuiDjvh +DjuivhuiDjuh

)
=

=
m∑

i=1

n∑
j=1

|Djui|2(v · u) +
m∑

h=1

n∑
j=1

(
m∑

i=1
Djuiui

)
uhDjvh+

+
m∑

h=1

n∑
j=1

(
m∑

i=1
Djuiui

)
Djuhvh = |Du|2(v · u),

da cui la tesi.

(3.10) Osservazione Il Teorema precedente afferma che i minimi del funzionale I su
A sono soluzioni deboli del problema di Dirichlet

−∆u = |Du|2u in U,

u = g su ∂U,

dove λ = |Du|2 è il moltiplicatore di Lagrange corrispondente al vincolo puntuale |u| = 1.

Vale la pena osservare una differenza: per un vincolo di tipo integrale il moltiplicatore
di Lagrange è un numero reale; per un vincolo puntuale è un’applicazione.

4 Punti critici

Vediamo la teoria nell’ambientazione hilbertiana, trascurando possibili generalizzazioni
in spazi di Banach o solamente metrici.
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(4.1) Definizione Consideriamo (X, ( | )X) uno spazio di Hilbert su R ed I : X → R.
Diciamo che I è differenziabile in u ∈ X se esiste v ∈ X17 tale che per ogni w ∈ X

I[w] = I[u] + (v|w − u)X + o(∥w − u∥).

Se v esiste, è unico e viene denotato con I ′[u].

(4.2) Definizione Consideriamo (X, ( | )X) uno spazio di Hilbert su R, u ∈ X ed
I : X → R differenziabile in u. Diciamo che u è un punto critico per I se I ′[u] = 0.

(4.3) Definizione Consideriamo (X, ( | )X) uno spazio di Hilbert su R ed I : X → R.
diciamo che I ∈ C1(X;R) se I ′[u] esiste per ogni u ∈ X e l’applicazione I ′ : X → X è
continua.

(4.4) Notazione Consideriamo (X, ( | )X) uno spazio di Hilbert su R. Denotiamo con C
l’insieme delle funzioni I ∈ C1(X;R) tali che I ′ : X → X sia lipschitziana sui sottoinsiemi
limitati di X.

(4.5) Definizione Consideriamo (X, ( | )X) uno spazio di Hilbert su R ed I ∈ C1(X;R).
Diciamo che I soddisfa la condizione di Palais–Smale se per ogni (uh) in X tale che
(I[uh]) limitata e I ′[uh] → 0 in X, allora esistono (uhk

) ed u ∈ X tali che uhk
→ u in X.

Per evitare di appesantire tecnicamente la trattazione, considereremo in questa sezione
I ∈ C.18

(4.6) Definizione Consideriamo (X, ( | )X) uno spazio di Hilbert su R ed I ∈ C. Se
c ∈ R, chiamiamo c-sottolivello l’insieme

Ac = {u ∈ X : I[u] ≤ c}

e insieme dei punti critici a livello c l’insieme

Kc = {u ∈ X : I[u] = c, I ′[u] = 0} .

In particolare, diciamo che c è un valore critico per I se Kc ̸= ∅.

(4.7) Teorema (di deformazione) Consideriamo (X, ( | )X) uno spazio di Hilbert su R
ed I ∈ C soddisfacente la condizione di Palais–Smale. Se esiste c ∈ R tale che Kc = ∅,
allora per ogni ε > 0 sufficientemente piccolo esistono δ ∈ ]0, ε[ ed η ∈ C([0, 1] ×X;X)
tale che, detta ηt(u) = η(t, u), valgono i seguenti fatti:

17Qui si sta implicitamente usando il Teorema della rappresentazione di Riesz.
18Tutto può essere fatto anche senza questa ipotesi però.
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(a) per ogni u ∈ X, η0(u) = u,

(b) per ogni u /∈ I−1([c− ε, c+ ε]) e per ogni t ∈ [0, 1], ηt(u) = u,

(c) per ogni u ∈ X e per ogni t ∈ [0, 1], I[ηt(u)] ≤ I[u],

(d) η1(Ac+δ) ⊆ Ac−δ.

Dimostrazione. Mostriamo, innanzitutto, che esistono σ, ε ∈ ]0, 1[ tali che per ogni
u ∈ I−1(]c− ε, c+ ε]) si abbia ∥I ′[u]∥X ≥ σ. Supponiamo, per assurdo, che esistano
(σj), (εj) in ]0, 1[ convergenti a 0 e uj ∈ I−1(]c− εj, c+ εj]) tali che ∥I ′[uj]∥X ≤ σj. In
particolare, I[uj] → c, quindi è limitata, e I ′[uj] → 0 quindi, per la condizione di Palais–
Smale, a meno di sottosuccessioni, esiste u ∈ X tale che uj → u in X. Per continuità,
I[u] = c e I ′[u] = 0, in contraddizione con il fatto che Kc = ∅.

Prendiamo δ ∈ ]0, ε[ ∩
]
0, σ2

2

[
e consideriamo

A = {u ∈ X : I[u] ≤ c− ε o I[u] ≥ c+ ε} , B = {u ∈ X : c− δ ≤ I[u] ≤ c+ δ} .

Siccome I ∈ C, allora l’applicazione {u 7→ dist(u,A) + dist(u,B)} è limitata dal basso da
una costante strettamente positiva su ogni sottoinsieme limitato di X. Di conseguenza,
l’applicazione g : X → [0, 1] tale che

g(u) = dist(u,A)
dist(u,A) + dist(u,B)

è lipschitziana sui sottoinsiemi limitati di X. In più, g = 0 su A e g = 1 su B. Data
h : [0,+∞[ → R tale che

h(t) =

1 se 0 ≤ t ≤ 1,
1
t

se t > 1,

definiamo V : X → X tale che

V (u) = −g(u)h(∥I ′[u]∥X)I ′[u].

Dal fatto che V è limitata e lipschitziana sui sottoinsiemi limitati di X, per ogni u ∈ X

il problema 
dη
dt

(t) = V (η(t)) se t > 0,

η(0) = u,
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ammette una ed una sola soluzione η definita su [0,+∞[19. A meno di una restrizione e
di un abuso di notazione, rimane definita un’applicazione η ∈ C([0, 1] ×X;X).
(a) Evidente.
(b) Sia u /∈ I−1([c− ε, c+ ε]). In altre parole, u ∈ A. Allora g(u) = 0, quindi V (u) = 0,
ossia u è soluzione del problema di Cauchy enunciato all’inizio. Per unicità della soluzione,
ηt = u per ogni t ∈ [0, 1].
(c) Per ogni u ∈ X, per ogni t ∈ [0, 1], siccome

d

dt
I[ηt(u)] =

(
I ′[ηt(u)]| d

dt
ηt(u)

)
X

= (I ′[ηt(u)]|V (ηt(u))) =

= −g(ηt(u))h(∥I ′[ηt(u)]∥X)∥I ′[ηt(u)]∥2
X ≤ 0,

allora I[ηt(u)] ≤ I[u].
(d) Sia u ∈ Ac+δ. Se esiste t ∈ [0, 1] tale che ηt(u) /∈ B, deve essere I[ηt(u)] < c− δ e, per
la (c),

I[η1(u)] ≤ I[ηt(u)] < c− δ,

quindi η1(u) ∈ Ac−δ.
D’altra parte, mettiamoci nel caso in cui per ogni t ∈ [0, 1] si ha ηt(u) ∈ B. Allora

g(ηt(u)) = 1 per ogni t ∈ [0, 1] e

d

dt
I[ηt(u)] = −h(∥I ′[ηt(u)]∥X)∥I ′[ηt(u)]∥2

X .

Se ∥I ′[ηt(u)]∥X ≥ 1, otteniamo

d

dt
I[ηt(u)] ≤ −1 < −σ2.

Se ∥I ′[ηt(u)]∥X ≤ 1, invece h(∥I ′[ηt(u)]∥X) = 1 e quindi

d

dt
I[ηt(u)] ≤ −∥I ′[ηt(u)]∥2

X ≤ −σ2.

In ogni caso, per la disuguaglianza di Lagrange,

I[η1(u)] < I[u] − σ2 ≤ c+ δ − σ2 ≤ c− δ,

da cui η1(u) ∈ Ac−δ.

19Non entriamo nei dettagli riguardo questo fatto: si tratta di estendere al caso hilbertiano quanto
visto nel corso di Approfondimenti di Analisi Matematica.
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Vediamo un controesempio al Teorema precedente.

(4.8) Esempio Sia f : R2 → R tale che

f(x, y) = x2 + y2.

Siccome f(0, 0) = 0 e Df(0, 0) = 0, allora 0 ∈ K0. In particolare, K0 ̸= ∅. Siccome
Aδ = B(0,

√
δ) e A−δ = ∅, non può esistere una deformazione che porta Aδ in A−δ.

(4.9) Teorema (del passo montano) Consideriamo (X, ( | )X) uno spazio di Hilbert su
R ed I ∈ C soddisfacente la condizione di Palais–Smale. Supponiamo valgano i seguenti
fatti:

(i) I[0] = 0,

(ii) esistono r, a > 0 tali che per ogni u ∈ ∂B(0, r) ⊆ X

I[u] ≥ a,

(iii) esiste v ∈ X tale che ∥v∥X > r e I[v] ≤ 0.

Allora, detto
Γ = {g ∈ C([0, 1];X) : g(0) = 0, g(1) = v} ,

si ha che
c = inf

g∈Γ
max
t∈[0,1]

I[g(t)]

è un valore critico per I.

Dimostrazione. Mostriamo, innanzitutto, che c ≥ a > 0. Data g ∈ Γ, sia φ ∈ C([0, 1];R)
tale che

φ(t) = ∥g(t)∥X .

Osserviamo che φ(0) = 0 e φ(1) = ∥v∥X > r, quindi esisterà t ∈ ]0, 1[ tale che φ(t) = r,
da cui ∥g(t)∥X = r, quindi, per (ii),

max
t∈[0,1]

I[g(t)] ≥ I[g(t)] ≥ a,

da cui, passando all’inf su Γ, c ≥ a > 0.
Supponiamo, per assurdo, che Kc = ∅. Allora, per il Teorema di deformazione, per

ogni ε ∈
]
0, a

2

[
∩ ]0, c[ esiste δ ∈ ]0, ε[ ed η = η1 : X → X tale che η(Ac+δ) ⊆ Ac−δ e, per

ogni u /∈ I−1([c− ε, c+ ε]), η(u) = u.
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0 c− ε c+ ε

Per definizione di estremo inferiore, esiste g ∈ Γ tale che

max
t∈[0,1]

I[g(t)] ≤ c+ δ,

ossia, per ogni t ∈ [0, 1], g(t) ∈ Ac+δ. Poniamo ĝ = η ◦ g. Chiaramente ĝ ∈ C([0, 1];X).
Inoltre, ĝ(0) = η(0) = 0 e ĝ(1) = η(v) = v, quindi ĝ ∈ Γ. Siccome g(t) ∈ Ac+δ, allora
ĝ(t) ∈ Ac−δ, quindi

max
t∈[0,1]

I[ĝ(t)] ≤ c− δ,

da cui c ≤ c− δ, assurdo.

(4.10) Osservazione Pensiamo al caso X = R2. In questa situazione il grafico di
I è un "lenzuolo" sopra il piano xy. Sappiamo che l’origine è circondato da punti ad
altezza a e che esiste un punto che sta sotto il piano xy. Se partendo dall’origine volessi
raggiungere tale punto dovrò necessariamente "salire" e poi "scendere": nel percorrere
questo passo, attraverserò un punto critico per I.

Il lettore interessato può approfondire altri aspetti legati al Calcolo delle Variazioni
cominciando da B. Dacorogna, Introduction to the Calculus of Variations, Imperial
College Press, London, 2014. Un altro testo, più recente, può essere L. Brasco, Handbook
of Calculus of Variations for Absolute Beginners, Springer, Cham, 2025.





Capitolo 4

Teoremi di punto fisso

1 Introduzione

Possedere condizioni sufficienti riguardo l’esistenza di punti fissi è fondamentale per
un analista; in particolare, comunque, sarà indispensabile nell’ambito dell’Analisi non
lineare, come vedremo nel capitolo 5. Un primo risultato, già noto dal corso di Analisi
Matematica II, è il Teorema delle contrazioni.

(1.1) Teorema (di Banach–Caccioppoli) Siano (X, d) uno spazio metrico completo
non vuoto ed f : X → X un’applicazione lipschitziana di costante C ∈ [0, 1[. Allora esiste
uno ed un solo ξ ∈ X tale che f(ξ) = ξ.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

Miriamo, nel corso di questo capitolo a studiare nel dettaglio altri risultati di questo
tipo, sia in dimensione finita che infinita, e ad analizzare alcune prime notevoli applicazioni.

2 Risultati in dimensione finita

Il Teorema seguente è stato pubblicato per la prima volta nel 1912 su Mathematische
Annalen da Luitzen Egbertus Jan "Bertus" Brouwer. Qui riportiamo una dimostrazione
semplificata rispetto all’originale dovuta a John Milnor e, successivamente, rivista da
Claude Ambrose Rogers.

(2.1) Teorema (di Brouwer) Siano K ⊆ Rn convesso, compatto e non vuoto ed
f : K → K un’applicazione continua. Esiste x ∈ K tale che f(x) = x.

179
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Dimostrazione. Vediamo innanzitutto il caso K = B(0, 1). Mostriamo che non esiste
alcuna applicazione f : B(0, 1) → ∂B(0, 1) di classe C1 tale che per ogni x ∈ ∂B(0, 1) si
abbia f(x) = x. Supponiamo, per assurdo, che una tale applicazione esista. Per ogni
x ∈ B(0, 1) e per ogni t ∈ [0, 1] sia ft(x) = (1 − t)x+ tf(x). Osserviamo che

|ft(x)| ≤ (1 − t)|x| + t|f(x)| ≤ (1 − t) + t = 1,

perciò Im(ft) ⊆ B(0, 1). Inoltre, se x ∈ ∂B(0, 1),

ft(x) = (1 − t)x+ tx = x.

Detta g(x) = f(x) − x, si ha ft(x) = x+ tg(x). Essendo f di classe C1 su B(0, 1), tale è
pure g, quindi, per la disuguaglianza di Lagrange ed il Teorema di Weierstrass, per ogni
x1, x2 ∈ B(0, 1)

|g(x2) − g(x1)| ≤ ∥dg∥∞|x2 − x1| ≤ C|x2 − x1|,

quindi g è lipschitziana su B(0, 1). Se ora x1, x2 ∈ B(0, 1) tali che ft(x1) = ft(x2), allora

x2 − x1 = t(g(x1 − g(x2))),

quindi
|x2 − x1| = t|g(x1) − g(x2)| ≤ Ct|x2 − x1|.

In particolare, se t ∈
[
0, 1

C

[
, l’unica possibilità è che x1 = x2, altrimenti otterrei t ≥ 1

C
,

che sarebbe assurdo. In altre parole, per t ∈
[
0, 1

C

[
ft è iniettiva. Osserviamo anche che

per ogni x ∈ B(0, 1)
dft(x) = Id + tdg(x)

quindi, essendo g di classe C1, esiste t0 ∈
[
0, 1

C

[
tale che per ogni t ∈ [0, t0] e per ogni

x ∈ B(0, 1) si abbia det(dft(x)) > 0 che, in altre parole, significa che dft(x) è biettivo.1

Per il Teorema di inversione locale, per ogni t ∈ [0, t0] e per ogni x ∈ B(0, 1) esiste un
intorno aperto Ux di x in B(0, 1) tale che ft(Ux) sia aperto. In particolare, per ogni
t ∈ [0, t0], siccome

Gt = ft(B(0, 1)) =
⋃

x∈B(0,1)
ft(Ux),

possiamo affermare che Gt è aperto. Osserviamo che, in realtà, per ogni t ∈ [0, t0] si ha

1In generale, siano A,B ∈ Matn(R) tali che det(A) > 0 ed a ∈ R. Consideriamo φ : [0, a[ → R
tale che φ(t) = det(A + tB). Essendo det un’applicazione continua, per composizione anche φ è una
funzione continua. In particolare è continua in 0. Dal fatto che φ(0) = det(A) > 0, per il Teorema della
permanenza del segno, esiste t0 ∈ [0, a[ tale che per ogni t ∈ [0, t0] si abbia φ(t) > 0.



2. RISULTATI IN DIMENSIONE FINITA 181

Gt = B(0, 1). Infatti, se per assurdo così non fosse, allora esisterebbe y0 ∈ ∂Gt ∩ B(0, 1).
Sia allora (xh) in B(0, 1) tale che ft(xh) → y0. Per compattezza, esiste x0 ∈ B(0, 1) tale
che, a meno di sottosuccessioni, xh → x0. Allora, per continuità di ft ed unicità del
limite, ft(x0) = y0. Dal fatto che Gt è aperto dovrebbe essere allora x0 ∈ ∂B(0, 1), ma
quindi y0 = ft(x0) = x0 ∈ ∂B(0, 1), che da la contraddizione. Possiamo quindi affermare
che ft : B(0, 1) → B(0, 1) è biettiva per ogni t ∈ [0, t0]. Detta F : [0, 1] → R tale che

F (t) =
�

B(0,1)
det(dft(x))dLn(x),

per la formula dell’area, per t ∈ [0, t0] si ha

F (t) =
�

B(0,1)
|det(dft)|dLn =

�
ft(B(0,1))

dLn = Ln(ft(B(0, 1))) = Ln(B(0, 1)),

ossia F è costante su [0, t0]. Essendo, per definizione di determinante, F un polinomio in
t, allora è costante, quindi per ogni t ∈ [0, 1]

F (t) = Ln(B(0, 1)).

In particolare, F (1) > 0. Ma, per ogni x ∈ B(0, 1) si ha f1(x) = f(x) ∈ ∂B(0, 1), quindi

(f1(x)|f1(x)) = |f1(x)|2 = 1.

Preso v ∈ Rn tale che x+ tv ∈ B(0, 1),

2(df1(x)v|f1(x)) = d

dt
(f1(x+ tv)|f1(x+ tv))|t=0 = d

dt
1|t=0 = 0.

Allora, Im(df1(x)) ⊆ span(f(x))⊥. Siccome dim(span(f(x))) = 1, allora per ogni x ∈
B(0, 1) si ha rg(df1(x)) ≤ n − 1. In particolare, per ogni x ∈ B(0, 1) deve essere
det(df1(x)) = 0. Allora F (1) = 0, assurdo.

Ora, per il Teorema di Stone–Weierstrass, esiste una successione (ph) di applicazioni a
componenti polinomiali tale che ph → f uniformemente su B(0, 1). In particolare, esiste
M > 0 tale che per ogni h ∈ N

|ph(x)| ≤ |ph(x) − f(x)| + |f(x)| ≤ M,

quindi ∥ph∥ ≤ M . Posto ψh(x) = M−1ph(x) si ha ∥ψh∥∞ ≤ 1, ossia Im(ψh) ⊆ B(0, 1).
Per assurdo, supponiamo che ψh(x) ̸= x per ogni x ∈ B(0, 1). Definiamo fh : B(0, 1) →
∂B(0, 1) di classe C1 tale che fh(x) sia l’intersezione della semiretta uscente da ψh(x), e
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passante per x, con ∂B(0, 1).2

ψh(x)

x

fh(x)

Se x ∈ ∂B(0, 1) risulta fh(x) = x, assurdo.3 Quindi, per ogni h ∈ N esiste xh ∈ B(0, 1)
tale che ψh(xh) = xh. Dal fatto che B(0, 1) è compatto, a meno di sottosuccessioni,
xh → x ∈ B(0, 1). Ora, siccome ph → f uniformemente, anche ψh → f uniformemente.
In particolare, da

|ψh(xh) − f(x)| ≤ |ψh(xh) − f(xh)| + |f(xh) − f(x)| ≤ ∥ψh − f∥∞ + |f(xh) − f(x)|

e dalla continuità di f ,
lim

h
ψh(xh) = f(x),

ma
lim

h
ψh(xh) = lim

h
xh = x

da cui f(x) = x.
Quanto appena dimostrato si generalizza immediatamente al caso K = B(0, R)

per R > 0. Nel caso generale, sia R > 0 tale che K ⊆ B(0, R). Essendo Rn uno
spazio di Hilbert e K convesso, chiuso, in quanto compatto, e non vuoto, l’applicazione
PK : Rn → K, tale che per ogni x ∈ Rn PK(x) è la proiezione ortogonale di x su K, è
lipschitziana di costante 1. In particolare è continua. Se consideriamo l’applicazione
f ◦ PK : B(0, R) → B(0, R), anch’essa continua per composizione, per quanto visto
precedentemente, esiste x ∈ B(0, R) tale che f(Pk(x)) = x. Allora x ∈ Im(f), ossia
x ∈ K, quindi PK(x) = x che conduce a f(x) = x, che è la tesi.

(2.2) Osservazione Siano a < b ed f : [a, b] → [a, b] un’applicazione continua. In questa
situazione la dimostrazione può essere molto semplificata, riconducendo il Teorema di

2Il fatto che sia di classe C1 viene dal fatto che ψh è di classe C1 e la costruzione geometrica non
provoca perdita di regolarità.

3La costruzione geometrica effettuata qui gioca un ruolo fondamentale: se avessimo preso l’altra
intersezione che la retta passante per ψh(x) e x ha con ∂B(0, 1), non avremmo questa proprietà. Inoltre
questo modo di arrivare ad un assurdo giustifica l’utilizzo del Teorema di Stone–Weierstrass in quanto
necessitiamo di funzioni di classe C1.
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Brouwer al Teorema di esistenza degli zeri. Se consideriamo infatti la funzione ausiliaria
φ : [a, b] → [a, b] tale che

φ(x) = f(x) − x.

Chiaramente φ è continua e, siccome Im(f) ⊆ [a, b],

φ(b) = f(b) − b ≤ 0 e φ(a) = f(a) − a ≥ 0.

Se φ(a) = 0 (risp. φ(b) = 0), allora f(a) = a (risp. f(b) = b). Se invece φ(a), φ(b) ̸= 0,
allora φ(a)φ(b) < 0 e, per il Teorema di esistenza degli zeri, esiste x ∈ ]a, b[ tale che
φ(x) = 0, ossia f(x) = x.

(2.3) Corollario Sia B(0, 1) ⊆ Rn. Non esiste alcuna applicazione f : B(0, 1) → ∂B(0, 1)
continua tale che per ogni x ∈ ∂B(0, 1) si abbia f(x) = x.

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che tale applicazione f : B(0, 1) → ∂B(0, 1)
esista. Sia allora g : B(0, 1) → B(0, 1) tale che

g(x) = −f(x).

Per il Teorema di Brouwer, esiste x ∈ B(0, 1) tale che g(x) = x. Essendo ∂B(0, 1)
simmetrico rispetto a 0, risulta Im(g) ⊆ ∂B(0, 1) allora x ∈ ∂B(0, 1) e

x = g(x) = −f(x) = −x,

da cui l’assurdo.

Analizziamo alcune importanti applicazioni del Teorema di Brouwer. La prima è
il Teorema di invarianza del dominio, per cui è necessaria una premessa di carattere
topologico.

(2.4) Definizione Consideriamo (X, τ) uno spazio topologico. Distinguiamo le seguenti
proprietà di separazione:

• diciamo che (X, τ) è T0 se per ogni x, y ∈ X tali che x ̸= y, esiste U ∈ τ tale che
x ∈ U e y /∈ U ,
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x

U

y

• diciamo che (X, τ) è T1 se per ogni x, y ∈ X tali che x ̸= y, esistono U, V ∈ τ tali
che x ∈ U , y /∈ U , x /∈ V e y ∈ V ,

x

U

y

V

• diciamo che (X, τ) è T2, o di Hausdorff, se per ogni x, y ∈ X tali che x ̸= y, esistono
U, V ∈ τ tali che x ∈ U , y ∈ V e U ∩ V = ∅,

x

U

y

V

• diciamo che (X, τ) è T3, o regolare, se per ogni x, y ∈ X tali che x ̸= y, per ogni
C ⊆ X chiuso tale che x ∈ C e y /∈ C, esistono U, V ∈ τ tali che C ⊆ U , y ∈ V e
U ∩ V = ∅,

x

U

y

V

C
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• diciamo che (X, τ) è T4, o normale, se per ogni x, y ∈ X tali che x ≠ y, per ogni
C,K ⊆ X chiusi tale che x ∈ C e y /∈ C, x /∈ K e y ∈ K, esistono U, V ∈ τ tali
che C ⊆ U , K ⊆ V e U ∩ V = ∅.

x

U

y

V

C

K

(2.5) Lemma (di Urysohm) Consideriamo (X, τ) uno spazio topologico. I seguenti
fatti sono equivalenti:

(a) (X, τ) è normale,

(b) per ogni C,K ⊆ X chiusi e disgiunti esiste un’applicazione f : X → [0, 1] continua
tale che f = 0 su C ed f = 1 su K.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.

(2.6) Osservazione Il Lemma di Urysohm è considerato storicamente il primo risultato
di topologia generale con una dimostrazione non banale: la difficoltà sta nelle ipotesi di
lavoro molto generali. Se ci mettiamo però in un contesto metrico, basta considerare

f(x) = dist(x,C)
dist(x,C) + dist(x,K) .

(2.7) Teorema (di Tietze) Consideriamo (X, τ) uno spazio topologico normale, A ⊆ X

chiuso e f : A → R un’applicazione continua. Esiste un’applicazione f̃ : X → R continua
tale che f̃ |A = f .

Dimostrazione. Mostriamo innanzitutto che se esiste C > 0 tale che, per ogni x ∈ A,
|f(x)| ≤ C, allora esiste un’applicazione g : X → R continua tale che, per ogni x ∈ X,
|g(x)| ≤ 1

3C e, per ogni x ∈ A, |f(x) − g(x)| ≤ 2
3C. Siano Y = f−1([−C,−1

3C])
Z = f−1([1

3C,C]).
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0 1
3C C−1

3C−C

f(Y ) f(Z)

Siccome f è continua, Y e Z sono chiusi in A, quindi lo sono in X, essendo A chiuso.
Sono inoltre disgiunti: infatti, se, per assurdo, esistesse x ∈ Y ∩ Z, allora f(x) ∈
[−C,−1

3C] ∩ [1
3C,C] = ∅, da cui la contraddizione. Per il Lemma di Urysohm, esiste

h : X → [0, 1] continua tale che h = 0 su Y e h = 1 su Z. Mostriamo che g : X → R tale
che

g(x) = 2
3C

(
h(x) − 1

2

)
soddisfa i requisiti richiesti. In primo luogo, è chiaramente continua. Poi, per ogni x ∈ X

g(x) ≤ 1
3C, g(x) ≥ −1

3C,

quindi |g(x)| ≤ 1
3C. Ora, dal fatto che A = Z ∪ Y ∪ f−1([−C

3 ,
C
3 ]), possiamo distinguere

tre casi: se x ∈ Y ,

f(x) − g(x) = f(x) + 1
3C ≤ 0 ≤ 2

3C, f(x) − g(x) ≥ −C + 1
3C = −2

3C;

se x ∈ Z,

f(x) − g(x) ≤ C − 1
3C = 2

3C, f(x) − g(x) ≥ 1
3C − 1

3C = 0 ≥ −2
3C;

se x ∈ f−1([−C
3 ,

C
3 ]), ricordando che h(x) ∈ [0, 1],

f(x) − g(x) ≤ C

3 ≤ 2
3C, f(x) − g(x) ≥ −2

3C.

In ogni caso, |f(x) − g(x)| ≤ 2
3C.

Vediamo, dapprima, il caso f : A → [a, b], con a < b ∈ R, continua. A meno di
operare una traslazione ed un riscalamento, possiamo supporre [a, b] = [0, 1]. Costruiamo
ricorsivamente delle applicazioni gn : X → R continue tali che

∀ x ∈ X : |gn(x)| ≤ 1
3

(2
3

)n−1
,

∀ x ∈ A :
∣∣∣∣∣f(x) −

n∑
i=1

gi(x)
∣∣∣∣∣ ≤

(2
3

)n

.

Siccome |f(x)| ≤ 1 per ogni x ∈ A, l’esistenza di g1 segue dal passaggio precedente.
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Supponiamo quindi di possedere g1, . . . , gn e applichiamo il passaggio precedente a

fn = f −
n∑

i=1
gi

con C =
(

2
3

)n
. Allora esiste gn+1 : X → R continua tale che

∀ x ∈ X : |gn+1(x)| ≤ 1
3

(2
3

)n

,

∀ x ∈ A :
∣∣∣∣∣f(x) −

n+1∑
i=1

gi(x)
∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

i=1
gi(x) − gn+1(x)

∣∣∣∣∣ = |fn(x) − gn+1(x)| ≤
(2

3

)n+1
.

Detta
Sn(x) =

n∑
i=1

gi(x),

osserviamo che ∞∑
i=1

∥gi∥∞ ≤ 1
3

∞∑
i=1

(2
3

)i−1
= 1,

quindi la serie
∞∑

i=1
gi(x)

è normalmente convergente in C(X;R), che è uno spazio di Banach. Allora esiste
f̄ ∈ C(X;R) tale che Sn → f̄ uniformemente4. Dal fatto che per ogni x ∈ A

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

i=1
gi(x)

∣∣∣∣∣ ≤
(2

3

)n

,

segue che f̄ |A = f . In particolare, per ogni x ∈ X,

f̄(x) ≤
∞∑

i=1
∥gi∥∞ ≤ 1.

A questo punto, basta considerare f̃ = (f̄)+. Chiaramente è una funzione continua. Poi,
0 ≤ f̃ ≤ 1 e, su A, f̄ = f , quindi f̃ = f+ = f , essendo f ≥ 0, e possiamo concludere che
f̃ soddisfa i requisiti richiesti.

Vediamo, poi, il caso f : A → ]−1, 1[ continua. Siccome ]−1, 1[ ⊆ [−1, 1], dal passaggio
precedente, esiste f : X → [−1, 1] tale che f |A = f . Sia B = f

−1({−1, 1}), chiuso in X

perché f continua e A chiuso. Siccome f è a valori in ]−1, 1[, allora A∩B = ∅, quindi per
il Lemma di Urysohm, esiste k : X → [0, 1] tale che k = 1 in A e k = 0 in B. Vediamo

4A voler essere precisi, dalla convergenza normale tiriamo fuori la convergenza uniforme e il limite
uniforme di funzioni continue è continuo.



188 CAPITOLO 4. TEOREMI DI PUNTO FISSO

che l’applicazione f̃ = kf : X → ]−1, 1[ soddisfa i requisiti richiesti. Innanzitutto, se
f(x) ∈ ]−1, 1[, allora f̃ ∈ ]−1, 1[. Invece, se f(x) ∈ {−1, 1}, f̃(x) = 0 ∈ ]−1, 1[, in quanto
k = 0 in B. In particolare, f̃ è ben definita. Chiaramente è poi continua e f̃ |A = f , in
quanto k = 1 in A.

Nel caso generale, sia Φ : R → ]−1, 1[ un omeomorfismo.5 Applicando il caso
precedente a Φ ◦ f : A → ]−1, 1[, segue l’esistenza di f : X → ]−1, 1[ tale che f |A = Φ ◦ f .
A questo punto basta considerare f̃ = Φ−1 ◦ f .

(2.8) Teorema (di invarianza del dominio) Sia U ⊆ Rn aperto. Se f : U → Rn è
un’applicazione iniettiva e continua, allora f(U) è aperto. In particolare, f : U → f(U) è
un omeomorfismo.

Dimostrazione. È sufficiente dimostrare che se f : B(0, 1) → Rn è un’applicazione
iniettiva e continua, allora f(0) ∈ int(f(B(0, 1))). Infatti, la tesi corrisponde a richiedere
che

y ∈ f(U) =⇒ y ∈ int(f(U)),

ossia
x0 ∈ U =⇒ f(x0) ∈ int(f(U)),

ma, a meno di una traslazione, possiamo sempre supporre che x0 = 0, quindi la tesi
sarebbe

f(0) ∈ int(f(U)).

Ora, siccome U è aperto, a meno di un riscalamento, 0 ∈ B(0, 1) ⊊ U . In particolare, sicco-
me, per iniettività, f(B(0, 1)) ⊆ f(U), è sufficiente dimostrare che f(0) ∈ int(f(B(0, 1)))
e possiamo anche pensare direttamente che f : B(0, 1) → Rn.

Supponiamo, per assurdo che f(0) /∈ int(f(B(0, 1))). Allora, deve essere f(0) ∈
∂(f(B(0, 1))), perché f(0) ∈ f(B(0, 1)). In particolare, per ogni ε > 0, esiste c ∈
Rn \ f(B(0, 1)) tale che |c− f(0)| < ε. Detti

Σ1 =
{
y ∈ f(B(0, 1)) : |y − c| ≥ ε

}
,

Σ2 = {y ∈ Rn : |y − c| = ε} ,

5Possiamo, ad esempio, prendere Φ−1 : ]−1, 1[ → R tale che

Φ−1(x) =
{

x
x+1 se − 1 < x ≤ 0,

x
1−x se 0 ≤ x < 1,

oppure un opportuno riscalamento della funzione arctan.
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consideriamo l’insieme Σ = Σ1 ∪ Σ2: in primo luogo Σ1 è chiuso in f(B(0, 1))6, che è
compatto, siccome f è continua, quindi Σ1 è compatto. Poi Σ2 = ∂B(c, ε), quindi anche
lui è compatto. Essendo Σ l’unione di due compatti, è anch’esso compatto. In più,
f(0) /∈ Σ.

f(0)

Σ1

f(B(0, 1))

c

ε

εΣ2

Mostriamo che f : B(0, 1) → f(B(0, 1)) è un omeomorfismo. Chiaramente è biettiva,
quindi basta mostrare che f−1 : f(B(0, 1)) → B(0, 1) è continua. Siano quindi y ∈
f(B(0, 1)) e (yh) in f(B(0, 1)) tali che yh → y. Data (f−1(yh)), consideriamo una
qualsiasi sua sottosuccessione (f−1(yhk

)). Sia (xhk
) in B(0, 1) tale che yhk

= f(xhk
).

Per compattezza, esistono x ∈ B(0, 1) e (xhkj
) tali che xhkj

→ x. Essendo f continua,
allora f(xhkj

) → f(x), ossia yhkj
→ f(x) e, per unicità del limite, y = f(x) o, in altre

parole, x = f−1(y). Quindi f−1(yhkj
) → f−1(y). Allora f−1(yh) → f−1(y), quindi f−1 è

continua.
A questo punto, essendo, per la continuità di f , f(B(0, 1)) compatto, quindi completo,

quindi chiuso, per il Teorema di Tietze, applicato componente per componente, esiste
un’applicazione g : Rn → Rn continua tale che g = f−1 su f(B(0, 1)).

Osserviamo che g ≠ 0 su Σ1: infatti se, per assurdo, esiste y ∈ Σ1 ⊆ f(B(0, 1)) tale
che g(y) = 0, allora esiste x ∈ B(0, 1) tale che y = f(x), ma 0 = g(y) = f−1(y) = x, ossia
y = f(0) ∈ Σ1, assurdo. Quindi, per la compattezza di Σ1 e la continuità di g, esiste
δ > 0, che, senza perdita di generalità, possiamo supporre δ < 1

2 , tale che per ogni y ∈ Σ1

|g(y)| ≥ δ.

Per il Teorema di Stone–Weierstrass, essendo Σ compatto, esiste un’applicazione a
componenti polinomiali p : Rn → Rn tale che per ogni y ∈ Σ

|p(y) − g(y)| < δ

2 .

6Perchè il suo complementare è l’intersezione di f(B(0, 1)) con la palla aperta B(c, ε).
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Osserviamo che p ̸= 0 su Σ1
7: se così non fosse, esisterebbe y ∈ Σ1 tale che |g(y)| < δ

2 ,
assurdo.

Mostriamo che esiste a0 ∈ B(0, δ
2) \ p(Σ2). Innanzitutto, p ha componenti polinomiali,

quindi è almeno di classe C1. In particolare, p è lipschitziana su B(c, 2ε) con costante di
Lipschitz A. Allora,

Ln(p(Σ2)) ≤ AnLn(Σ2) = 0.

Se, per assurdo, per ogni a ∈ B(0, δ
2) si avesse a ∈ p(Σ2), allora B(0, δ

2) ⊆ p(Σ2), quindi,
per la monotonia della misura di Lebesgue,

Ln(B(0, δ2)) ≤ Ln(p(Σ2)) = 0,

assurdo.
Poniamo p̃ = p− a0. Osserviamo che p̃ ̸= 0 su Σ: innanzitutto, per ogni y ∈ Σ

|p̃(y) − g(y)| ≤ |p(y) − g(y)| + |a0| < δ,

quindi, come sopra, p̃ ̸= 0 su Σ1. Inoltre, se, per assurdo, esistesse y ∈ Σ2 tale che
p̃(y) = 0, allora avremmo a0 = p(y) ∈ p(Σ2), assurdo.

Consideriamo Φ : f(B(0, 1)) → Σ tale che

f(y) =

y se |y − c| ≥ ε,

c+ ε y−c
|y−c| se |y − c| < ε.

Anzitutto, Φ è ben definita: c /∈ f(B(0, 1)), quindi il denominatore non si annulla mai;
inoltre, se |y − c| ≥ ε, Φ(y) = y ∈ Σ1 ⊆ Σ mentre se |y − c| < ε, allora

|Φ(y) − c| = ε,

quindi Φ(y) ∈ Σ2 ⊆ Σ. In più, Φ è continua: se |y − c| = ε, allora

c+ ε
y − c

|y − c|
= c+ y − c = y.

Presa h = p̃ ◦ Φ : f(B(0, 1)) → Rn, continua per composizione, si ha che h ̸= 0.
Mostriamo che per ogni x ∈ B(0, 1)

|h(f(x)) − x| ≤ 1.

7Potrebbe però annullarsi su Σ2.
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Per continuità di g in f(0), scegliamo ε tale che

|y − f(0)| < 2ε =⇒ |g(y)| = |g(y) − g(f(0))| < 1
4 .

Distinguiamo due casi: se f(x) ∈ Σ1,

|h(f(x)) − x| = |p̃(Φ(f(x))) − x| = |p̃(f(x)) − x| = |p̃(f(x)) − g(f(x))| < δ <
1
2 < 1.

Se, invece, y = f(x) /∈ Σ1, allora |y − c| < ε, quindi

|y − f(0)| ≤ |y − c| + |c− f(0)| < 2ε,

da cui |g(y)| < 1
4 . Inoltre,

|Φ(y) − f(0)| ≤ |Φ(y) − c| + |c− f(0)| < 2ε,

da cui |g(Φ(y))| < 1
4 . Perciò,

|h(f(x)) − x| = |h(y) − g(y)| ≤ |p̃(Φ(y))) − g(Φ(y))| + |g(Φ(y)) − g(y)| <

< δ + |g(Φ(y))| + |g(y)| < 1.

A questo punto, detta h̃ : B(0, 1) → Rn tale che

h̃(x) = x− h(f(x)),

chiaramente continua, si ha che, per ogni x ∈ B(0, 1), |h̃(x)| ≤ 1, ossia Im(h̃) ⊆ B(0, 1).
Per il Teorema di Brouwer, esiste quindi x0 ∈ B(0, 1) tale che h̃(x0) = x0, ossia h(f(x0)) =
0, assurdo e la dimostrazione è conclusa.

Per comprendere l’importanza delle ipotesi del Teorema di invarianza del dominio
vediamo due controesempi evocativi.

(2.9) Esempio Consideriamo l’applicazione continua e iniettiva f : ]0, 1[ → R2 tale che

f(t) = (t, 0).

Siccome ]0, 1[ ⊆ R e 1 ̸= 2, il Teorema di invarianza del dominio non si applica. Ciò
accade a buon titolo, infatti f(]0, 1[) = ]0, 1[ × {0}, che non è aperto in R2.
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(2.10) Esempio Consideriamo l’applicazione continua e iniettiva Tr : l2(R) → l2(R)
tale che

Tr((an)) = (0, a0, a1, a2, . . . ).

Siccome l2(R) non ha dimensione finita, il Teorema di invarianza del dominio non si
applica. Ciò accade a buon titolo, infatti Tr(l2(R)) non è aperto. Se per assurdo lo fosse,
per ogni (bn) ∈ Tr(l2(R)), ossia

(bn) = (0, b1, b2, . . . ),

esisterebbe r > 0 tale che B((bn), r) ⊆ Tr(l2(R)). Ma ciò è assurdo perché

(cn) =
(
r

2 , b1, b2, . . .
)

∈ B((bn), r),

in quanto ∥(cn) − (bn)∥l2(R) = r
2 < r, ma c0 = r

2 ̸= 0, quindi (cn) ∈ l2(R) \ Tr(l2(R)).

Una conseguenza diretta del Teorema di invarianza del dominio è il seguente risultato.

(2.11) Teorema (di invarianza della dimensione) Siano U ⊆ Rn e V ⊆ Rm aperti.
Se n ̸= m, allora U non è omeomorfo a V . In particolare, Rn non è omeomorfo a Rm.

Dimostrazione. Senza perdita di generalità, supponiamo m > n. Sia i : Rn → Rm tale
che

i(x) = (x1, . . . , xn, 0, . . . , 0).

Supponiamo, per assurdo, che esista un omeomorfismo f : V → U e consideriamo
g = i ◦ f : V → Rm. Chiaramente g è continua e, dati x, y ∈ V tali che g(x) = g(y),
risulta

(f1(x), . . . , fn(x), 0, . . . , 0) = (f1(y), . . . , fn(y), 0, . . . , 0).

In particolare, f(x) = f(y) che, essendo f un omeomorfismo, quindi iniettiva, conduce a
x = y. In altre parole g è pure iniettiva. Per il Teorema di invarianza del dominio, g(V )
è aperto in Rm, quindi per ogni y ∈ g(V ) esiste r > 0 tale che B(y, r) ⊆ g(V ). Ma ciò è
assurdo perché z =

(
y1, . . . , yn,

r
2 , 0, . . . , 0

)
∈ B(y, r), ma z ∈ Rm \ g(V ).

Grazie al Teorema di Brouwer è anche possibile dare una dimostrazione alternativa
del Teorema fondamentale dell’Algebra.

(2.12) Teorema (fondamentale dell’Algebra) Sia

P (z) =
n∑

k=0
akz

k



3. RISULTATI IN DIMENSIONE INFINITA 193

una funzione polinomiale complessa con n ≥ 1 ed an ̸= 0. Allora esiste z ∈ C tale che
P (z) = 0.

Dimostrazione. Innanzitutto, senza perdita di generalità, possiamo supporre an = 1 e

identificare C con R2. Sia r = 2 +
n−1∑
k=0

|ak| e g : B(0, r) → C tale che

g(z) =

z − P (z)
r
ei(1−n)ϑ se |z| ≤ 1,

z − P (z)
r
z(1−n) se |z| > 1,

ben definita e continua in quanto se |z| = 1, z = eiϑ per qualche ϑ e ei(1−n)ϑ = (eiϑ)1−n.
Mostriamo che Im(g) ⊆ B(0, r). Se |z| ≤ 1,

|g(z)| ≤ |z| + |P (z)|
r

≤ 1 +
1 +

n−1∑
k=0

|ak|

2 +
n−1∑
k=0

|ak|
≤ 1 + 1 = 2 ≤ r.

Se, invece, 1 < |z| ≤ r, allora

|g(z)| =
∣∣∣∣∣z − z

r
− 1
rzn−1

n−1∑
k=0

akz
k

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣r − 1
r

z − 1
rzn−1

n−1∑
k=0

akz
k

∣∣∣∣∣ ≤ r − 1
r

|z| +
n−1∑
k=0

|ak||zk|
r|z|n−1 ,

quindi

|g(z)| ≤ r − 1 +
n−1∑
k=0

|ak|
r|z|n−1−k

≤ r − 1 +

n−1∑
k=0

|ak|

r
≤ r − 1 + 1 = r.

Da ciò, per il Teorema di Brouwer, esiste z ∈ B(0, r) ⊆ C tale che g(z) = z, ossia
P (z) = 0, che è la tesi.

3 Risultati in dimensione infinita

Passiamo invece ai risultati che valgono senza l’ipotesi di dimensione finita.

(3.1) Teorema (di Schauder) Consideriamo (X, ∥ ∥) uno spazio normato su R. Siano
C ⊆ X convesso, chiuso, limitato e non vuoto ed un’applicazione f : C → C continua e
compatta. Esiste x ∈ C tale che f(x) = x.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione.
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Vediamo subito un’applicazione del Teorema di Schauder.

(3.2) Teorema (di Peano) Siano (t0, u0) ∈ R × Rn, a, b, r > 0 e

f : [t0 − a, t0 + b] × B(u0, r) → Rn

una applicazione continua tale che

(b− a) max
{
|f(τ, ξ)| : τ ∈ [t0 − a, t0 + b] , ξ ∈ B(u0, r)

}
≤ r.

Allora esiste
u : [t0 − a, t0 + b] → Rn,

una soluzione del problema di Cauchy
u

′ = f(t, u),

u(t0) = u0.

Dimostrazione. Essendo f continua, u : [t0 − a, t0 + b] → Rn è soluzione del problema di
Cauchy u

′ = f(t, u),

u(t0) = u0,

se e solo se u è continua e per ogni t ∈ [t0 − a, t0 + b]

u(t) = u0 +
� t

t0

f(τ, u(τ))dτ.

Per ogni u ∈ B(u0, r) ⊆ C([t0 − a, t0 + b] ;Rn) consideriamo il funzionale

Φ(u)(t) = u0 +
� t

t0

f(τ, u(τ))dτ.

Osserviamo che

|Φ(u)(t) − u0| ≤
� t

t0

|f(τ, u(τ))dτ | ≤ r

b− a
(b− a) = r,

per cui ∥Φ(u) − u0∥∞ ≤ r. In altre parole possiamo pensare che Φ : B(u0, r) → B(u0, r).
La continuità di Φ discende dal Teorema della convergenza dominata, mostriamo quindi
che Φ è compatto. Sia (uh) in B(u0, r), chiaramente limitata. Siccome Im(Φ) ⊆ B(u0, r),
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chiaramente (Φ(uh)) è limitata. Dato ε > 0, sia δ = ε(b−a)
r

. Allora per ogni h ∈ N e per
ogni s, t ∈ [t0 − a, t0 + b] tali che |t− s| < δ

|Φ(uh)(t) − Φ(uh)(s)| ≤
∣∣∣∣∣
� t

s

|f(τ, uh(τ))|dτ
∣∣∣∣∣ ≤ r

b− a
|t− s| < ε.

Per il Teorema di Ascoli–Arzelà, esiste una sottosuccessione (uhk
) convergente, ossia Φ è

compatto.
Dal Teorema di Schauder discende quindi che esiste u ∈ B(u0, r) tale che Φ(u) = u,

da cui la tesi.

Il risultato gemello del Teorema di Schauder è il seguente.

(3.3) Teorema (di Tychonoff) Consideriamo (X, ∥ ∥) uno spazio normato su R. Siano
K ⊆ X convesso, compatto e non vuoto ed un’applicazione f : K → K continua. Esiste
x ∈ K tale che f(x) = x.

Dimostrazione. Innanzitutto, fissato ε > 0,

⋃
x∈K

B(x, ε)

è un ricoprimento aperto di K. Per compattezza, esistono quindi x1, . . . , xnε ∈ K tali che

K ⊆
nε⋃

i=1
B(xi, ε).

Consideriamo l’inviluppo convesso chiuso di x1, . . . , xnε , ossia

Kε =
{

nε∑
i=1

λixi : λi ∈ [0, 1],
nε∑

i=1
λi = 1

}
.

Osserviamo che Kε è chiuso e convesso. Sia ∑nε
i=1 λ

(h)
i xi → y ∈ X. La successione

((λ(h)
1 , . . . , λ(h)

nε
)) è limitata in [0, 1]nε quindi, per il Teorema di Bolzano–Weierstrass ed

il fatto che [0, 1]nε è chiuso in Rnε , esiste (λ1, . . . , λnε) ∈ [0, 1]nε tale che, a meno di
sottosuccessioni, (λ(h)

1 , . . . , λ(h)
nε

) → (λ1, . . . , λnε) in Rnε . Passando al limite in

nε∑
i=1

λ
(hk)
i = 1,

otteniamo anche che
nε∑

i=1
λi = 1.
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In particolare poi, per continuità delle operazioni di somma e prodotto per scalare,

nε∑
i=1

λ
(hk)
i xi →

nε∑
i=1

λixi,

quindi per unicità del limite deve essere y =
nε∑

i=1
λixi ∈ Kε, da cui la chiusura di Kε. Per

quanto riguarda la convessità invece, se
nε∑

i=1
λixi,

nε∑
i=1

λixi ∈ Kε e λ ∈ [0, 1]

λ
nε∑

i=1
λixi + (1 − λ)

nε∑
i=1

λixi =
nε∑

i=1
[λλi + (1 − λ)λi]xi ∈ Kε

siccome, per convessità di [0, 1], per ogni i = 1, . . . , nε si ha che λλi + (1 − λ)λi ∈ [0, 1] e

nε∑
i=1

(
λλi + (1 − λ)λi

)
= λ

nε∑
i=1

λi + (1 − λ)
nε∑

i=1
λi = λ+ 1 − λ = 1.

Mostriamo che Kε ⊆ K. Chiaramente, per ogni i = 1, . . . , nε si ha xi ∈ K. Poi,
essendo K convesso, per ogni i, j = 1, . . . , nε, dato λi ∈ [0, 1], si ha λixi + (1 − λi)xj ∈ K.
Ora, per ogni i, j, k = 1, . . . , nε, consideriamo λi, λj, λk ∈ [0, 1] tali che λi + λj + λk = 1.
Preso

y = λj

λj + λk

xj + λk

λj + λk

xk,

dal fatto che

λk

λj + λk

∈ [0, 1], λk

λj + λk

= 1 − λj

λj + λk

e dal passo precedente, segue che y ∈ K. In particolare,

λixi + λjxj + λkxk = λixi + (1 − λi)y ∈ K.

Procedendo ricorsivamente, si ottiene Kε ⊆ K. In particolare, essendo Kε chiuso in un
compatto, è anch’esso compatto.

Consideriamo ora Pε : K → Kε tale che

Pε(x) =

nε∑
i=1

dist(x,K \ B(xi, ε))xi

nε∑
i=1

dist(u,K \ B(xi, ε))
.
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Vediamo che è ben definita. Innanzitutto, il denominatore è sempre diverso da zero:
infatti, essendo una somma di termini positivi, per essere nullo dovrebbe avere tutti gli
addendi nulli e, se ciò si verificasse, per ogni i = 1, . . . , nε si avrebbe x ∈ K \ B(xi, ε),
ossia x /∈ B(xi, ε), che contraddirebbe il fatto che K è ricoperto dall’unione delle B(xi, ε).
Inoltre, per ogni i = 1, . . . , nε si ha

λi = dist(x,K \ B(xi, ε))
nε∑

i=1
dist(x,K \ B(xi, ε))

∈ [0, 1],
nε∑

i=1
λi = 1,

quindi Pε(x) ∈ Kε. In più, Pε è continua per costruzione e per ogni x ∈ K

∥Pε(x) − x∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

nε∑
i=1

dist(x,K \ B(xi, ε))xi

nε∑
i=1

dist(x,K \ B(xi, ε))
−

nε∑
i=1

dist(x,K \ B(xi, ε))
nε∑

i=1
dist(x,K \ B(xi, ε))

x

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

nε∑
i=1

dist(x,K \ B(xi, ε))(xi − x)
nε∑

i=1
dist(x,K \ B(xi, ε))

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
≤

nε∑
i=1

dist(x,K \ B(xi, ε))∥xi − x∥
nε∑

i=1
dist(x,K \ B(xi, ε))

,

dove, se dist(x,K \ B(xi, ε)) = 0, chiaramente non ho contributo nelle somme; se invece
si ha dist(x,K \ B(xi, ε)) ̸= 0, allora ∥xi − x∥ < ε. In definitiva,

(3.4) ∥Pε(x) − x∥ < ε.

Detto mε il massimo numero di x1, . . . , xnε linearmente indipendenti, a meno di
permutazioni degli indici, possiamo pensare che x1, . . . , xmε siano linearmente indipendenti.
A questo punto, a meno di una traslazione che manda x1 in 0, Kε è un sottoinsieme dello
spazio vettoriale, di dimensione mε − 1, generato da x2, . . . , xmε , quindi non è restrittivo
pensare Kε ⊆ Rmε−1. Detta fε : Kε → Kε tale che

fε(x) = Pε(f(x)),

continua per composizione, dal Teorema di Brouwer segue l’esistenza di xε ∈ Kε tale che
fε(xε) = xε.

A questo punto, dal fatto che K è compatto, esistono una sottosuccessione (xεj
) e

x ∈ K tali che xεj
→ x in X. Usando la disuguaglianza (3.4),

∥xεj
− f(xεj

)∥ = ∥fεj
(xεj

) − f(xεj
)∥ = ∥Pεj

(f(xεj
)) − f(xεj

)∥ < εj,
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e, per continuità della norma e di f , passando al limite ambo i membri si ottiene

∥x− f(x)∥ ≤ 0,

ossia f(x) = x, che da la tesi.



Capitolo 5

Alcuni elementi di Analisi non lineare

1 Introduzione

La linearità è una delle proprietà più amate in tutta la Matematica. Anche in Analisi
Matematica, lavorare con operatori lineari garantisce una trattazione pressoché organica
e molto generale: basti pensare a quanto visto per gli operatori differenziali lineari del
secondo ordine studiati nel capitolo 2. Rinunciare alla linearità ha in generale un costo
non indifferente, come mostrato dal seguente esempio motivazionale.

(1.1) Esempio Consideriamo un’applicazione reale di variabile reale f , definita nel modo
più generico assegnando l’espressione matematica f(x), di classe C∞ nel suo dominio
naturale. Siamo interessati a determinare gli zeri di f , ossia a trovare le soluzioni del
problema

f(x) = 0.

Se f è lineare, il problema è banale. Se f è un polinomio di grado almeno 1, grazie
al Teorema fondamentale dell’Algebra, sappiamo esattamente il numero di soluzioni del
problema, ma se il grado del polinomio supera 4, dal Teorema di Abel–Ruffini, a priori
non ne esiste una formula di rappresentazione. In generale, presa f qualsiasi, il problema
può rivelarsi insidioso: potrei non avere nemmeno un risultato di esistenza di soluzioni.

In questo capitolo siamo interessati a presentare alcuni metodi per lo studio di
determinate classi di operatori non lineari: l’obiettivo principale sarà la determinazione
di risultati di esistenza di soluzioni per problemi differenziali non lineari.
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2 Metodi di punto fisso

Alcuni problemi non lineari possono essere riscritti come problemi di punto fisso: un
primo caso è l’Esempio (1.1).

(2.1) Esempio Consideriamo un’applicazione reale di variabile reale f , definita nel modo
più generico assegnando l’espressione matematica f(x), di classe C∞ nel suo dominio
naturale. Il problema

f(x) = 0

è equivalente a
f(x) + x = x

ossia, posto g(x) = f(x) + x, al problema di punto fisso

g(x) = x.

La prima applicazione del risultati di punto fisso che vogliamo proporre è legata al
Teorema delle contrazioni.

(2.2) Definizione Siano U un aperto limitato di Rn con ∂U di classe C∞, T > 0,
g ∈ H1

0 (U ;Rm) ed f : Rm → Rm un’applicazione lipschitziana e sub-lineare1. Diciamo
che u ∈ L2(0, T ;H1

0 (U ;Rm)) tale che u′ ∈ L2(0, T ;H−1(U ;Rm)) è una soluzione debole
del problema di Dirichlet


∂tu− ∆u = f(u) in U × ]0, T ] ,

u = 0 su ∂U × [0, T ],

u = g su U × {0} ,

se u(0) = g e per ogni v ∈ H1
0 (U ;Rm) e per q.o. t ∈ [0, T ]

⟨u′, v⟩ +
�

U

Du ·DvdLn =
�

U

f(u) · vdLn.

(2.3) Osservazione La precedente definizione è ben posta grazie alla sub-linearità di f
ed al fatto che u ammette un rappresentante in C([0, T ];L2(U ;Rm)).

(2.4) Osservazione Se f : U × [0, T ] → Rm, ossia nel caso lineare e scalare, si può
provare esistenza ed unicità della soluzione debole grazie al Metodo di Galerkin.

1A voler ben vedere la sub-linearità è conseguenza della lipschitzianità su Rm, infatti |f(x)| − |f(0)| ≤
|f(x) − f(0)| ≤ C|x|, da cui |f(x)| ≤ C(1 + |x|). Nel seguito la preciseremo comunque.
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(2.5) Teorema Siano U un aperto limitato di Rm con ∂U di classe C∞, g ∈ H1
0 (U ;Rm)

ed f : Rm → Rm un’applicazione lipschitziana e sub-lineare. Esiste T > 0 tale che il
problema di Dirichlet 

∂tu− ∆u = f(u) in U × ]0, T ] ,

u = 0 su ∂U × [0, T ],

u = g su U × {0} ,

ammette una ed una sola soluzione debole.

Dimostrazione. Data u ∈ C([0, T ];L2(U ;Rm)), sia h(t) = f(u(t)). Dal fatto che f è
sub-lineare, h ∈ L2(0, T ;L2(U ;Rm)). In particolare, il problema di Dirichlet


∂tw − ∆w = h in U × ]0, T ] ,

w = 0 su ∂U × [0, T ],

w = g su U × {0} ,

ammette un’unica soluzione debole w ∈ L2(0, T ;H1
0 (U ;Rm)) tale che w′ ∈ L2(0, T ;H−1(U ;Rm)),

ossia w(0) = g e per ogni v ∈ H1
0 (U ;Rm) e per q.o. t ∈ [0, T ]

⟨w′, v⟩ +
�

U

Dw ·DvdLn =
�

U

h · vdLn.

Dal fatto che w ha un rappresentante in C([0, T ];L2(U ;Rm)), che chiamiamo comunque
w, rimane definita un’applicazione A : C([0, T ];L2(U ;Rm)) → C([0, T ];L2(U ;Rm)) tale
che

A(u) = w.

Dati u1, u2 ∈ C([0, T ];L2(U ;Rm)), siano w1 = A(u1), w2 = A(u2). Innanzitutto, per
linearità,

⟨(w1 − w2)′, w1 − w2⟩ +
�

U

|D(w1 − w2)|2dLn =
�

U

(h1 − h2) · (w1 − w2)dLn,

quindi

1
2
d

dt
∥w1 − w2∥2

L2(U ;Rm) +
�

U

|D(w1 − w2)|2dLn =
�

U

(h1 − h2) · (w1 − w2)dLn,

da cui, per la disuguaglianza di Cauchy–Schwarz combinata con la disuguaglianza di
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Poincaré e la disuguaglianza di Young pesata,

d

dt
∥w1 − w2∥2

L2(U ;Rm) + 2∥w1 − w2∥2
H1

0 (U ;Rm) = 2
�

U

(h1 − h2) · (w1 − w2)dLn ≤

≤ 2∥w1 − w2∥L2(U ;Rm)∥h1 − h2∥L2(U ;Rm) ≤

≤ 2∥w1 − w2∥2
H1

0 (U ;Rm) + C∥h1 − h2∥2
L2(U ;Rm),

che conduce, usando la lipschitzianità di f , a

d

dt
∥w1−w2∥2

L2(U ;Rm) ≤ C∥h1−h2∥2
L2(U ;Rm) = C∥f(u1)−f(u2)∥2

L2(U ;Rm) ≤ C∥u1−u2∥2
L2(U ;Rm).

Integrando in t,

∥w1(s)−w2(s)∥2
L2(U ;Rm) ≤ C

� s

0
∥u1(t)−u2(t)∥2

L2(U ;Rm)dL1(t) ≤ CT∥u1−u2∥2
C([0,T ];L2(U ;Rm)),

quindi
∥A(u1) − A(u2)∥C([0,T ];L2(U ;Rm)) ≤ (CT ) 1

2 ∥u1 − u2∥C([0,T ];L2(U ;Rm)),

con C che non dipende da T . Se T tale che (CT ) 1
2 < 1, la tesi segue dal Teorema delle

contrazioni.

Il risultato di punto fisso a cui vorremmo fare riferimento per la prossima applicazione
è il Teorema di Tychonoff, di cui il seguente è un Corollario che si adatta ai nostri scopi.

(2.6) Corollario (Teorema di Schaefer) Consideriamo (X, ∥ ∥) uno spazio normato
su R e f : X → X un’applicazione continua e compatta. Se l’insieme

B = {x ∈ X : x = λf(x), per qualche λ ∈ [0, 1]}

è limitato, allora esiste x ∈ X tale che f(x) = x.

Dimostrazione. Sia M > 0 tale che

∥x∥ < M

per ogni x ∈ B. Consideriamo f̃ : B(0,M) → B(0,M) tale che

f̃(x) =

f(x) se ∥f(x)∥ ≤ M,

Mf(x)
∥f(x)∥ se ∥f(x)∥ > M.
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Osserviamo che f̃ è ben definita: se ∥f(x)∥ ≤ M , allora ∥f̃(x)∥ ≤ M ; se invece
∥f(x)∥ > M ,

∥f̃(x)∥ = M∥f(x)∥
∥f(x)∥ = M.

In particolare, f̃(B(0,M)) ⊆ B(0,M).
Mostriamo anche che f̃ è compatta. Sia (xh) in B(0,M), chiaramente limitata. Se,

definitivamente in h, ∥f(xh)∥ ≤ M (risp. ∥f(xh)∥ > M), allora, definitivamente in h,
f̃(xh) = f(xh) (risp. f̃(xh) = Mf(xh)

∥f(xh)∥ ) e la compattezza segue da quella di f (risp. da
quella di f e dalla continuità della norma). A meno di sottosuccessioni, posso sempre
supporre di essere nella situazione sopra descritta, quindi f̃ è compatta.

Consideriamo CH(f̃(B(0,M))) ⊆ X, l’inviluppo convesso chiuso di f̃(B(0,M)).
CH(f̃(B(0,M))) è convesso e chiuso, mostriamo che è compatto. Per fare ciò, consideriamo
(xh) in CH(f̃(B(0,M))). In particolare, per ogni h ∈ N

xh =
nh∑
i=1

λ
(h)
i f̃(y(h)

i ).

Fissato i, a meno di sottosuccessioni, per compattezza di f̃ ed il Teorema di Bolzano–
Weierstrass, λh

i → λ e f̃(yh
i ) → f̃(yi). Se, per assurdo, nh → +∞, allora il limite della

successione (xh) non starebbe in CH(f̃(B(0,M))), violandone la chiusura, quindi, a meno
di sottosuccessioni, (xh) è convergente in CH(f̃(B(0,M))).

Vediamo che è ben definita f̃ : CH(f̃(B(0,M))) → CH(f̃(B(0,M))). In primo luogo,

CH(f̃(B(0,M))) ⊆ Ch(B(0,M)) = B(0,M),

e
f̃(CH(f̃(B(0,M)))) ⊆ f̃(B(0,M)) ⊆ CH(f̃(B(0,M))).

Dal Teorema di Tychonoff, esiste quindi x ∈ CH(f̃(B(0,M))) tale che f̃(x) = x. Ora,
se per assurdo, x non fosse un punto fisso per f , allora si avrebbe, per definizione di f̃ ,

∥f(x)∥ > M

e, detto λ = M
∥f(x)∥ < 1,

x = f̃(x) = λf(x),

quindi x ∈ B, ma ∥x∥ = ∥f̃(x)∥ = M , da cui l’assurdo e la tesi.

Il Teorema di Schaefer rientra nella filosofia del metodo delle stime a priori: se,
assumendo per ipotesi che una soluzione di un certo problema esista, si riescono a
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dimostrare determinate stime per le soluzioni, allora queste stesse stime si possono usare
per dimostrare l’esistenza di soluzioni (infatti se non valessero sicuramente la soluzione
non esisterebbe). In ogni caso, il vantaggio del Teorema di Schaefer rispetto al Teorema
di Tychonoff sta nel fatto che non è richiesto di specificare l’insieme convesso e compatto
su cui lavorare. Vediamone un’applicazione.

(2.7) Definizione Siano U un aperto limitato di Rn con ∂U di classe C∞, b : Rn → R
un’applicazione lipschitziana, sub-lineare e di classe C∞ e µ > 0. Diciamo che u è una
soluzione classica del problema di Dirichlet

−∆u+ b(Du) + µu = 0 in U,

u = 0 su ∂U,

se u ∈ C2(U) ∩ C(U), −∆u(x) + b(Du(x)) + µu(x) = 0 per ogni x ∈ U e u(x) = 0 per
ogni x ∈ ∂U .

Vediamo ora come indebolire la definizione di soluzione del problema
−∆u+ b(Du) + µu = 0 in U,

u = 0 su ∂U,

Se u è una soluzione classica, allora per ogni x ∈ U

−∆u(x) + b(Du(x)) + µu(x) = 0.

Moltiplicando ambo i membri per una certa φ ∈ C∞
c (U) ed integrando otteniamo

�
U

(−∆uφ+ µuφ) dLn = −
�

U

b(Du)φdLn.

Per le formule di Gauss–Green abbiamo quindi, per ogni φ ∈ C∞
c (U)

�
U

(Du ·Dφ+ µuφ) dLn = −
�

U

b(Du)φdLn.

Osserviamo che l’equazione precedente ha significato con u, φ ∈ H1
0 (U).

(2.8) Definizione Siano U un aperto limitato di Rn con ∂U di classe C∞, b : Rn → R
un’applicazione lipschitziana, sub-lineare e di classe C∞ e µ > 0. Diciamo che u ∈ H1

0 (U)
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è una soluzione debole del problema di Dirichlet
−∆u+ b(Du) + µu = 0 in U,

u = 0 su ∂U,

se per ogni v ∈ H1
0 (U),

�
U

(Du ·Dv + µuv) dLn = −
�

U

b(Du)vdLn.

(2.9) Osservazione La precedente definizione è ben posta, infatti, dalla sub-linearità di
b combinata con le disuguaglianze di Holder e Poincaré,

�
U

b(Du)vdLn ≤ C∥v∥H1
0 (U)(1 + ∥u∥H!

0(U)) < +∞.

e, chiaramente, �
U

(Du ·Dv + µuv) dLn < +∞.

Vediamo come, applicando il Teorema di Schaefer, riusciamo a dimostrare l’esistenza
di soluzioni deboli al problema in esame.

(2.10) Teorema Siano U un aperto limitato di Rn con ∂U di classe C∞, b : Rn → R
un’applicazione lipschitziana, sub-lineare e di classe C∞ e µ > 0. Se µ è sufficientemente
grande, allora esiste u ∈ H2(U) ∩H1

0 (U) soluzione debole del problema di Dirichlet
−∆u+ b(Du) + µu = 0 in U,

u = 0 su ∂U.

Dimostrazione. Innanzitutto, per ogni u ∈ H1
0 (U), posto f = −b(Du), dalla sub-linearità

di b, si ha

∥f∥2
L2(U) =

�
U

f 2dLn ≤ C

�
U

(1 + |Du|)2dLn ≤ C(1 + ∥u∥2
H1

0 (U)) < +∞,

quindi f ∈ L2(U). Allora, per il primo Teorema di esistenza di soluzioni deboli, per ogni
µ > 0 esiste ed è unica w ∈ H1

0 (U) soluzione debole di
−∆w + µw = f in U,

w = 0 su ∂U.
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Per quanto visto sulla regolarità delle soluzioni deboli nel caso lineare, w ∈ H2(U) ed
esiste C > 0, dipendente solo da U e µ, tale che

∥w∥H2(U) ≤ C∥f∥L2(U).

Rimane definita A : H1
0 (U) → H1

0 (U) tale che

A(u) = w,

dove w è la soluzione sopra descritta. In particolare, per ogni u, v ∈ H1
0 (U)

(2.11)
�

U

(D(A(u)) ·Dv + µA(u)v) dLn = −
�

U

b(Du)vdLn

e, per la sub-linearità di b,

∥A(u)∥H2(U) ≤ C(1 + ∥u∥H1
0 (U)).

Mostriamo che A è continua. Siano (uh) in H1
0 (U) e u ∈ H1

0 (U) tali che uh → u in
H1

0 (U). Siccome (uh) è convergente, allora è limitata, quindi

sup
h

∥A(uh)∥H2(U) ≤ Csup
h

(
1 + ∥uh∥H1

0 (U)

)
< +∞,

ossia (A(uh)) è limitata in H2(U). Allora esiste w ∈ H1(U) tale che, a meno di una
sottosuccessione, A(uh) → w in H1(U). Siccome H1

0 (U) è completo, in particolare è
chiuso perciò w ∈ H1

0 (U) e A(uh) → w in H1
0 (U). Ora, per definizione di A, per ogni

v ∈ H1
0 (U)

(2.12)
�

U

(D(A(uh)) ·Dv + µA(uh)v) dLn = −
�

U

b(Duh)vdLn.

Siccome A(uh) → w in H1
0 (U), in particolare D(A(uh)) → Dw in L2(U), quindi

D(A(uh)) ⇀ Dw in L2(U). Similmente, A(uh) → w in L2(U), quindi A(uh) ⇀ w

in L2(U). In più, dal fatto che uh → u in H1
0 (U), si ha Duh → Du in L2(U) quindi dal

fatto che b è sub-lineare,
�

U

(b(Duh) − b(Du))vdLn ≤ C

�
U

(|Duh| − |Du|)vdLn ≤ C

�
U

|Duh −Du||v|dLn ≤

≤ C

�
U

|Duh −Du|2dLn

�
U

|v|2dLn → 0,
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quindi b(Duh) ⇀ b(Du) in L2(U). Passando al limite in (2.12), per ogni u, v ∈ H1
0 (U)

�
U

(D(w) ·Dv + µwv) dLn = −
�

U

b(Du)vdLn,

ossia w è soluzione debole del problema di Dirichlet
−∆w + µw = −b(Du) in U,

w = 0 su ∂U,

che, in altre parole, significa A(u) = w, quindi A(uh) → A(u) in H1
0 (U) e la continuità è

dimostrata.

Mostriamo che A è compatta. Sia (uh) in H1
0 (U) limitata. Allora

sup
h

∥A(uh)∥H2(U) ≤ Csup
h

(
1 + ∥uh∥H1

0 (U)

)
< +∞,

ossia (A(uh)) è limitata in H2(U). Allora esiste w ∈ H1(U) tale che, a meno di una
sottosuccessione, A(uh) → w in H1(U). Siccome H1

0 (U) è completo, in particolare è
chiuso perciò w ∈ H1

0 (U) e A(uh) → w in H1
0 (U), da cui la compattezza.

Mostriamo che, per µ sufficientemente grande, l’insieme

B =
{
u ∈ H1

0 (U) : u = λA(u), per qualche λ ∈ [0, 1]
}

è limitato in H1
0 (U). Se u ∈ B, allora A(u) = u

λ
, quindi u ∈ H2(U) ∩ H1

0 (U) e, preso
v = u nella formulazione variazionale che definisce A,

�
U

(
|Du|2 + µ|u|2

)
dLn = −

�
U

λb(Du)udLn.

Essendo b sub-lineare, usando la disuguaglianza di Young pesata con ε = 1
2C

ed dal fatto
che λ ≤ 1,

−
�

U

λb(Du)udLn ≤ λC

�
U

(1 + |Du|)|u|dLn ≤ C

�
U

(1 + |Du|)|u|dLn ≤

≤ 1
2

�
U

|Du|2dLn + C

�
U

(
1 + |u|2

)
dLn,

quindi
1
2

�
U

|Du|2dLn + (µ− C)
�

U

|u|2dLn ≤ C

dove C non dipende da λ e nemmeno da u. Se quindi µ > C, ∥u∥H1
0 (U) ≤ C, ossia B è
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limitato in H1
0 (U).

Possiamo concludere che, per il Teorema di Schaefer, esiste u ∈ H1
0 (U) ∩H2(U) tale

che A(u) = u che, combinato con (2.11), permette di affermare che per ogni v ∈ H1
0 (U)

�
U

(Du ·Dv + µuv)) dLn = −
�

U

b(Du)vdLn,

da cui la tesi.

(2.13) Osservazione Dal Teorema precedente abbiamo direttamente l’esistenza di una
soluzione forte. In più, la teoria della regolarità per questo problema differenziale può
essere ricondotta a quella del caso lineare, e quindi al Metodo di Stampacchia: siccome
u ∈ H2(U), allora Du ∈ H1(U), quindi f = −b(Du) ∈ H1(U). Aumentando le ipotesi
di regolarità su b si può proseguire. Non entriamo nel dettaglio: la morale è che la non
linearità è più un problema per l’esistenza che per la regolarità.

3 Metodo di monotonia

(3.1) Definizione Siano U un aperto limitato di Rn con ∂U di classe C∞, a : Rn → Rn

un’applicazione di classe C∞ ed f : U → R un’applicazione continua. Diciamo che u è
una soluzione classica del problema di Dirichlet

−div(a(Du)) = f in U,

u = 0 su ∂U,

se u ∈ C2(U) ∩ C(U), −div(a(Du(x))) = f(x) per ogni x ∈ U e u(x) = 0 per ogni
x ∈ ∂U .

(3.2) Osservazione Se a = Id, allora ritroviamo il problema di Poisson, visto nel
capitolo 2.

(3.3) Osservazione Se esiste F : Rn → R tale che a = DF , ossia a ammette potenziale
scalare, allora l’equazione

−div(a(Du)) = f in U

è l’equazione di Eulero–Lagrange associata al funzionale

I[u] =
�

U

(F (Du) − fu)dLn,
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quindi possiamo utilizzare le tecniche del Calcolo delle Variazioni, come visto nel capitolo
3, per studiare il problema. Infatti, con le convenzioni sulle notazioni introdotte nel
capitolo 3,

Dξi
L(x, s, ξ) = DξF (ξ), DsL(x, s, ξ) = −f

per cui l’equazione di Eulero–Lagrange è

−
n∑

i=1
Dxi

(Dξi
F (Du)) = f in U

ossia, in forma vettoriale,
−div(DF (Du)) = f in U.

Consideriamo per un attimo la situazione in cui a ammette potenziale scalare F
convesso. Allora, per ogni ξ, η ∈ Rn

(a(ξ) − a(η)) · (ξ − η) = (DF (ξ) −DF (η)) · (ξ − η) =

=
n∑

i=1
(DiF (ξ) −DiF (η)) · (ξi − ηi)

e, per il Teorema di Lagrange, esiste t ∈ [0, 1] tale che

(a(ξ) − a(η)) · (ξ − η) =
n∑

i,j=1
D2

i,jF (ξ + t(η − ξ))(ξj − ηj)(ξi − ηi).

A questo punto, dalla convessità di F , si deduce che

(a(ξ) − a(η)) · (ξ − η) ≥ 0.

Motivati da questo calcolo, diamo la seguente definizione.

(3.4) Definizione Diciamo che un’applicazione a : Rn → Rn è monotona, se per ogni
ξ, η ∈ Rn

(a(ξ) − a(η)) · (ξ − η) ≥ 0.

(3.5) Osservazione In R, una funzione monotona, nel senso dato sopra, altro non è che
una funzione crescente. Infatti, se ξ ≤ η, l’unica possibilità per rispettare la disuguaglianza
di monotonia è a(ξ) ≤ a(η).
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Nel seguito, salvo diversa specificazione, supporremo sempre che U sia un aperto
limitato di Rn non vuoto con ∂U di classe C∞ e che siano assegnati f ∈ L2(U) ed
a : Rn → Rn di classe C∞ tale che

• per ogni ξ, η ∈ Rn

(a(ξ) − a(η)) · (ξ − η) ≥ 0.

In altre parole, a è monotona,

• esiste C > 0 tale che per ogni ξ ∈ Rn

|a(ξ)| ≤ C(1 + |ξ|).

In altre parole, a è sub-lineare,

• esistono α > 0 e β ≥ 0 tali che per ogni ξ ∈ Rn

a(ξ) · ξ ≥ α|ξ|2 − β.

In altre parole, a è coercitiva.

Vediamo, a titolo di esempio, che esistono funzioni a con le ipotesi richieste.

(3.6) Esempio Consideriamo a = Id. Allora per ogni ξ, η ∈ Rn

(ξ − η) · (ξ − η) = |ξ − η|2 ≥ 0.

Inoltre,
|ξ| ≤ 1 + |ξ|

e
ξ · ξ = |ξ|2.

Quindi l’identità, che è ovviamente di classe C∞, è una scelta ammissibile.

Con lievi variazioni rispetto all’esempio precedente si può dimostrare che se a è lineare,
allora è una scelta ammissibile. Se però ci fermassimo qui, potremmo tranquillamente
tornare al capitolo 2 perché avremmo dei riscalamenti dell’equazione di Poisson. Vediamo
che in realtà esistono anche applicazioni non lineari ammissibili.

(3.7) Esempio Consideriamo l’applicazione a(ξ) = ξ + arctan (ξ1) e1, chiaramente di
classe C∞. Allora per ogni ξ, η ∈ Rn

((ξ + arctan (ξ1) e1) − (η + arctan (η1) e1)) · (ξ − η) =
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= |ξ − η|2 + (arctan ξ1 − arctan η1) · (ξ1 − η1) ≥ 0.

Inoltre,
|ξ + arctan (ξ1) e1| ≤ |ξ| + π

2 ≤ (1 + π

2 )(1 + |ξ|)

e, per la disuguaglianza di Young pesata con ε = 1
2 ,

(ξ + arctan (ξ1) e1) · ξ = |ξ|2 + arctan (ξ1) ξ1 ≥ |ξ|2 − π

2 |ξ| ≥ 1
2 |ξ|2 − β

con β ≥ 0.

Vediamo ora come indebolire la definizione di soluzione del problema
−div(a(Du)) = f in U,

u = 0 su ∂U.

Se f : U → R continua ed u è una soluzione classica, allora per ogni x ∈ U

−div(a(Du(x))) = f(x).

Moltiplicando ambo i membri per una certa φ ∈ C∞
c (U) ed integrando otteniamo

−
�

U

div(a(Du))φdLn =
�

U

fφdLn.

Per le formule di Gauss–Green abbiamo quindi, per ogni φ ∈ C∞
c (U)

�
U

a(Du) ·DφdLn =
�

U

fφdLn.

Osserviamo che l’equazione precedente ha significato con f ∈ L2(U) e u, φ ∈ H1
0 (U).

(3.8) Definizione Diciamo che u ∈ H1
0 (U) è una soluzione debole del problema di

Dirichlet −div(a(Du)) = f in U,

u = 0 su ∂U,

se per ogni v ∈ H1
0 (U), �

U

a(Du) ·DvdLn =
�

U

fvdLn.

(3.9) Osservazione La precedente definizione è ben posta, infatti, dalla sub-linearità di
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a,
�

U

a(Du) ·DvdLn ≤
�

U

|a(Du)||Dv|dLn ≤ C∥Dv∥L2(U)
(
Ln(U) + ∥Du∥L2(U)

)
< +∞

e, chiaramente, �
U

fvdLn ≤ ∥f∥L2(U)∥v∥L2(U) < +∞.

Volendo affrontare ora il problema dell’esistenza di soluzioni deboli, iniziamo con un
risultato di carattere tecnico che ci sarà utile nel seguito.

(3.10) Lemma Sia v : Rn → Rn un’applicazione continua. Se esiste r > 0 tale che per
ogni x ∈ ∂B(0, r)

v(x) · x ≥ 0,

allora esiste x ∈ B(0, r) tale che v(x) = 0.

Dimostrazione. Per assurdo, supponiamo che per ogni x ∈ B(0, r) si abbia v(x) ̸= 0.
Consideriamo l’applicazione w : B(0, r) → ∂B(0, r) continua tale che

w(x) = − r

|v(x)|v(x).

Per il Teorema di Brouwer, esiste z ∈ B(0, r) tale che w(z) = z. In particolare deve essere
z ∈ ∂B(0, r), quindi

r2 = z · z = w(z) · z = − r

|v(z)|v(z) · z ≤ 0,

che è assurdo.

Siamo dunque pronti per dimostrare l’esistenza di soluzioni deboli per il problema
che stiamo studiando: affronteremo la dimostrazione seguendo il cosiddetto metodo di
Browder e Minty.

(3.11) Teorema Esiste u ∈ H1
0 (U) soluzione debole del problema di Dirichlet

−div(a(Du)) = f in U,

u = 0 su ∂U.
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Dimostrazione. Fissiamo innanzitutto (wj), una base hilbertiana liscia di H1
0 (U).2 Fissato

m ∈ N, mostriamo che esiste um ∈ H1
0 (U) tale che

um =
m∑

j=0
djwj

e per ogni k = 0, . . . ,m
�

U

a(Dum) ·DwkdLn =
�

U

fwkdLn.3

Per fare ciò, consideriamo l’applicazione v : Rm+1 → Rm+1 tale che per ogni k = 0, . . . ,m

vk(d) =
�

U

a
 m∑

j=0
djDwj

 ·Dwk − fwk

 dLn.

Dal fatto che a è sub-lineare, l’applicazione v è ben definita. Inoltre è continua per il
Teorema della convergenza dominata. Ora, per ogni d ∈ Rm

v(d) · d =
m∑

j=0
vj(d)dj =

m∑
j=0

�
U

(
a

(
m∑

k=0
dkDwk

)
· djDwj − djfwj

)
dLn =

=
�

U

a( m∑
k=0

dkDwk

)
·

m∑
j=0

djDwj −
m∑

j=0
djfwj

 dLn,

quindi, per la coercitività di a,

v(d) · d ≥ α

�
U

∣∣∣∣∣∣
m∑

j=0
djDwj

∣∣∣∣∣∣
2

dLn − βLn(U) −
m∑

j=0
dj

�
U

fwjdLn.

Ora, nel primo integrale i doppi prodotti sono tutti nulli in quanto w0, . . . , wm sono tra
loro ortogonali in H1

0 (U), quindi

α

�
U

∣∣∣∣∣∣
m∑

j=0
djDwj

∣∣∣∣∣∣
2

dLn = α
m∑

j=0
d2

j

�
U

|Dwj|2dLn = α|d|2

2Ottenibile, ad esempio, dall’operatore −∆ (debole), come visto alla fine del capitolo 2.
3In altre parole, vorremmo scegliere i coefficienti dj in modo che um sia soluzione debole della

proiezione del problema {
−div(a(Du)) = f in U,

u = 0 su ∂U,

sul sottospazio vettoriale di H1
0 (U) di dimensione finita generato da w0, . . . , wm.
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Per quanto riguarda l’ultimo addendo invece, detta u ∈ H1
0 (U) la soluzione debole del

problema di Dirichlet −∆u = f in U,

u = 0 su ∂U,

per la disuguaglianza di Young pesata con ε = α
2 , la formulazione variazionale e la

disuguaglianza di Holder,

dj

�
U

fwjdLn ≤ |dj|
∣∣∣∣∣
�

U

fwjdLn

∣∣∣∣∣ ≤ α

2 |dj|2 + C

(�
U

fwjdLn

)2

≤

≤ α

2 |dj|2 + C

(�
U

Du ·DwjdLn

)2

≤ α

2 |dj|2 + C∥u∥2
H1

0 (U)∥wj∥2
H1

0 (U) ≤

≤ α

2 |dj|2 + C,

quindi
−

m∑
j=0

dj

�
U

fwjdLn ≥ −α

2 |d|2 − C.

In definitiva,
v(d) · d ≥ α

2 |d|2 − C.

Scelto r ≥
√

2C
α

, per il Lemma (3.10), esiste d ∈ B(0, r) tale che v(d) = 0, ossia per ogni
k = 0, . . . ,m

(3.12)
�

U

a(Dum) ·DwkdLn =
�

U

fwkdLn.

Mostriamo ora che esiste C, dipendente solo da U ed a, tale che per ogni m ∈ N

∥um∥H1
0 (U) ≤ C(1 + ∥f∥L2(U)).

Per fare ciò, moltiplichiamo per dk ambo i membri di (3.12) e sommiamo per k = 0, . . .m,
ottenendo

(3.13)
�

U

a(Dum) ·DumdLn =
�

U

fumdLn.

Dalla coercitività di a,
�

U

a(Dum) ·DumdLn ≥ α

�
U

|Dum|2dLn − βLn(U),
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quindi combinando la disuguaglianza di Holder e la disuguaglianza di Poincaré,

α

�
U

|Dum|2dLn ≤ C+
�

U

fumdLn ≤ C+∥f∥L2(U)∥um∥L2(U) ≤ C+C∥f∥L2(U)∥um∥H1
0 (U),

perciò, per la disuguaglianza di Young pesata con ε = α
2C

,

α

�
U

|Dum|2dLn ≤ C + α

2

�
U

|Dum|2dLn + C∥f∥2
L2(U),

allora
α

2

�
U

|Dum|2dLn ≤ C(1 + ∥f∥2
L2(U))

e, per la sub-additività della radice quadrata,

∥um∥H1
0 (U) ≤ C(1 + ∥f∥L2(U)).

Da quanto appena dimostrato, si deduce che (um) è limitata in H1
0 (U), quindi, per il

Teorema di Eberlein–Smulian, esistono (umj
) e u ∈ H1

0 (U) tale che umj
⇀ u in H1

0 (U).
In particolare, umj

⇀ u in L2(U). Essendo a sub-lineare,
�

U

|a(Dumj
)|2dLn ≤ C(Ln(U) + ∥umj

∥2
H1

0 (U)) < +∞,

quindi (a(Dumj
)) limitata in L2(U ;Rn) e, per il Teorema di Eberlein–Smulian, esiste ξ ∈

L2(U ;Rn) tale che, a meno di un’ulteriore sottosuccessione, a(Dumj
) ⇀ ξ in L2(U ;Rn).

Per ogni v ∈ H1
0 (U), scrivendo l’equazione (3.12) per umj

e passando al limite per
j → +∞ otteniamo per ogni k ∈ N

�
U

ξ ·DwkdLn =
�

U

fwkdLn

che moltiplicata ambo i membri per (v|wk)H1
0 (U) e sommata su k fornisce

(3.14)
�

U

ξ ·DvdLn =
�

U

fvdLn.

Dalla monotonia di a, per ogni m ∈ N e per ogni w ∈ H1
0 (U),

�
U

(
a(Dumj

) − a(Dw)
)

· (Dumj
−Dw)dLn ≥ 0,
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ossia, utilizzando l’equazione (3.13),
�

U

fumj
dLn −

�
U

a(Dw) ·Dumj
dLn −

�
U

a(Dumj
) ·DwdLn +

�
U

a(Dw) ·DwdLn ≥ 0

che per j → +∞ diventa
�

U

fudLn −
�

U

a(Dw) ·DudLn −
�

U

ξ ·DwdLn +
�

U

a(Dw) ·DwdLn ≥ 0,

che, utilizzando l’equazione (3.14) con v = u, può essere scritta come
�

U

(ξ − a(Dw)) · (Du−Dw)dLn ≥ 0.

A questo punto, fissato v ∈ H1
0 (U), preso w = u − λv, con λ ∈ ]0, 1], dalla precedente

equazione abbiamo �
U

(ξ − a(Du− λDv)) ·DvdLn ≥ 0.

Dal fatto che a è continua,

lim
λ→0

a(Du− λDv) ·Dv = a(Du) q.o. in U,

inoltre, per la sub-linearità di a e per la disuguaglianza di Young,

|a(Du− λDv) ·Dv| ≤ |a(Du− λDv)||Dv| ≤ C(1 + |Du− λDv|)|Dv| ≤

≤ C(1 + |Dv|2 + |Du|2) ∈ L1(U)

quindi, per il Teorema della convergenza dominata, passando al limite per λ → 0 si
ottiene che per ogni v ∈ H1

0 (U)
�

U

(ξ − a(Du)) ·DvdLn ≥ 0.

A meno di scambiare v con −v, vale anche
�

U

(ξ − a(Du)) ·DvdLn ≤ 0,

quindi �
U

(ξ − a(Du)) ·DvdLn = 0.
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In particolare, dalla (3.14), per ogni v ∈ H1
0 (U)

�
U

a(Du) ·DvdLn =
�

U

ξ ·DvdLn =
�

U

fvdLn,

da cui la tesi.

(3.15) Osservazione Vale la pena osservare la strategia dimostrativa utilizzata per il
Teorema precedente nasce per risolvere il seguente problema: a causa della non linearità di
a, anche sapendo che umj

⇀ u in H1
0 (U), non è possibile dedurre che a(Dumj

) ⇀ a(Du)
in un qualche senso. La chiave per superare questo stallo è proprio la monotonia.

(3.16) Definizione Diciamo che un’applicazione a : Rn → Rn è strettamente monotona,
se esiste ϑ > 0 tale che per ogni ξ, η ∈ Rn

(a(ξ) − a(η)) · (ξ − η) ≥ ϑ|ξ − η|2.

(3.17) Teorema Se a è strettamente monotona, allora la soluzione debole del problema
di Dirichlet −div(a(Du)) = f in U,

u = 0 su ∂U,

è unica.

Dimostrazione. Supponiamo esistano u, ũ soluzioni deboli del problema di Dirichlet
−div(a(Du)) = f in U,

u = 0 su ∂U.

Allora, per ogni v ∈ H1
0 (U)

�
U

a(Du) ·DvdLn =
�

U

fvdLn =
�

U

a(Dũ) ·DvdLn,

ossia �
U

(a(Du) − a(Dũ)) ·DvdLn = 0.

Scelto v = u− ũ,

0 =
�

U

(a(Du) − a(Dũ)) · (Du−Dũ)dLn ≥ ϑ

�
U

|Du−Dũ|2dLn = ∥u− ũ∥2
H1

0 (U).
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L’unica possibilità è ∥u− ũ∥2
H1

0 (U) = 0, ossia u = ũ q.o. in U .

Un’ampia classe di scelte per a grazie alle quali abbiamo esistenza ed unicità della
soluzione debole è la seguente.

(3.18) Esempio Consideriamo a(ξ) = ξ + b(ξ) dove

b(ξ) = (b1(ξ1), . . . , bn(ξn))

con bi : R → R monotone crescenti, limitate e di classe C∞ per ogni i = 1, . . . , n. Allora
per ogni ξ, η ∈ Rn

(a(ξ) − a(η)) · (ξ − η) = |ξ − η|2 + (b(ξ) − b(η)) · (ξ − η) =

= |ξ − η|2 +
n∑

i=1
(bi(ξ1) − bi(ηi))(ξi − ηi) ≥ |ξ − η|2.

Inoltre,
|a(ξ)| ≤ |ξ| + |b(ξ)| ≤ |ξ| + C ≤ (1 + C)(1 + |ξ|)

e, per la disuguaglianza di Cauchy–Schwarz e la disuguaglianza di Young pesata con ε = 1
2

a(ξ) · ξ = ξ2 + b(ξ) · ξ ≥ ξ2 − |b(x)||ξ| ≥ 1
2 |ξ|2 − β

con β ≥ 0.

(3.19) Osservazione In ipotesi di stretta monotonia, è possibile ricondursi al Metodo
di Stampacchia, già usato nel capitolo 2, per lo studio della regolarità delle soluzioni.

4 Metodo delle sopra/sotto-soluzioni

(4.1) Proposizione Consideriamo U ⊆ Rn aperto limitato con bordo di classe C1,
f1, f2 ∈ L2(U) e u1, u2 ∈ H1

0 (U) le soluzioni deboli dei problemi di Dirichlet
−∆u = f1 in U,

u = 0 su ∂U,

−∆u = f2 in U,

u = 0 su ∂U.

Se f2 ≤ f1 q.o. in U , allora u2 ≤ u1 q.o. in U .
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Dimostrazione. Osserviamo, anzitutto, che (u2 − u1)+ ∈ H1
0 (U) con

D(u2 − u1)+ =

D(u2 − u1) se u2 ≥ u1,

0 altrimenti.

Ora, per linearità,
�

U

D(u2 − u1) ·D(u2 − u1)+dLn =
�

U

(f2 − f1)(u2 − u1)+dLn ≤ 0,

ma �
U

D(u2 − u1) ·D(u2 − u1)+dLn =
�

U

|D(u2 − u1)+|2dLn,

allora ∥(u2 − u1)+∥H1
0 (U) ≤ 0, da cui (u2 − u1)+ = 0 q.o. in U , cioè u2 ≤ u1 q.o. in U .

(4.2) Definizione Consideriamo U ⊆ Rn aperto limitato con bordo di classe C∞, C > 0
e f : R → R di classe C∞ tale che, per ogni x ∈ R, |f ′(x)| ≤ C.4 Diciamo che u ∈ H1

0 (U)
è una soluzione debole del problema di Dirichlet

−∆u = f(u) in U,

u = 0 su ∂U,

se per ogni v ∈ H1
0 (U) �

U

Du ·DvdLn =
�

U

f(u)vdLn.

(4.3) Definizione Consideriamo U ⊆ Rn aperto limitato con bordo di classe C∞, C > 0
e f : R → R di classe C∞ tale che, per ogni x ∈ R, |f ′(x)| ≤ C. Diciamo che u ∈ H1(U)
è una sopra-soluzione debole del problema di Dirichlet

−∆u = f(u) in U,

u = 0 su ∂U,

se per ogni v ∈ H1
0 (U) tale che v ≥ 0 q.o. in U

�
U

Du ·DvdLn ≥
�

U

f(u)vdLn.

4In particolare, grazie alla disuguaglianza di Lagrange, f è lipschitziana e sub-lineare.
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(4.4) Definizione Consideriamo U ⊆ Rn aperto limitato con bordo di classe C∞, C > 0
e f : R → R di classe C∞ tale che, per ogni x ∈ R, |f ′(x)| ≤ C. Diciamo che u ∈ H1(U)
è una sotto-soluzione debole del problema di Dirichlet

−∆u = f(u) in U,

u = 0 su ∂U,

se per ogni v ∈ H1
0 (U) tale che v ≥ 0 q.o. in U

�
U

Du ·DvdLn ≤
�

U

f(u)vdLn.

In particolare, una soluzione debole è sia sopra-soluzione che sotto-soluzione.
Il principale risultato della sezione è il seguente: l’idea di base è che è più facile trovare

sopra/sotto-soluzioni deboli rispetto che soluzioni deboli.

(4.5) Teorema Consideriamo U ⊆ Rn aperto limitato con bordo di classe C∞, C > 0
e f : R → R di classe C∞ tale che, per ogni x ∈ R, |f ′(x)| ≤ C. Se esistono una
sopra-soluzione debole u ∈ H1(U) ed una sotto-soluzione debole u ∈ H1(U) del problema
di Dirichlet −∆u = f(u) in U,

u = 0 su ∂U,

tali che u ≤ 0 e u ≥ 0 su ∂U nel senso delle tracce e u ≤ u q.o. in U , allora esiste una
soluzione debole u ∈ H1

0 (U) tale che u ≤ u ≤ u q.o. in U .

Dimostrazione. Innanzitutto, essendo f ′ ≥ −C, esiste λ > 0 sufficientemente grande tale
che

f ′ + λ ≥ 0,

quindi l’applicazione {x 7→ f(x) + λx} è crescente.
Detta u0 = u, costruiamo ricorsivamente una successione (uk) in H1

0 (U) tale che uk+1

è la soluzione debole del problema di Dirichlet
−∆uk+1 + λuk+1 = f(uk) + λuk in U,

uk+1 = 0 su ∂U.

Mostriamo, per induzione, che (uk) è crescente q.o. in U . Per prima cosa, detto T

l’operatore di traccia su U , siccome T (u0 − u1) = Tu0 − Tu1 ≤ 0 q.o. in U , allora
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T (u0 − u1)+ = 0 q.o. in U , ossia (u0 − u1)+ ∈ H1
0 (U) con

D(u0 − u1)+ =

D(u0 − u1) se u0 ≥ u1,

0 altrimenti.

In particolare, sottraendo alla definizione di sotto-soluzione debole u0 la formulazione
variazionale del problema di Dirichlet che ha soluzione debole u1, entrambe valutate per
v = (u0 − u1)+, si ottiene

�
U

(
D(u0 − u1) ·D(u0 − u1)+ + λ(u0 − u1)(u0 − u1)+

)
dLn ≤ 0,

ma
�

U

D(u0 − u1) ·D(u0 − u1)+dLn =
�

U

|D(u0 − u1)+|2dLn,
�

U

(u0 − u1) · (u0 − u1)+dLn =
�

U

|(u0 − u1)+|2dLn,

quindi �
U

(
|D(u0 − u1)+|2 + λ|(u0 − u1)+|2

)
dLn ≤ 0,

da cui u0 ≤ u1 q.o. in U . Supponiamo ora che uk−1 ≤ uk q.o. in U . Siccome
{x 7→ f(x) + λx} è crescente, f(uk−1) + λuk−1 ≤ f(uk) + λuk che, ragionando in modo
analogo a quanto fatto sopra, da uk ≤ uk+1 q.o. in U .

Mostriamo ora, per induzione, che per ogni k ∈ N

uk ≤ u q.o. in U.

Il caso k = 0 segue direttamente dalle ipotesi. Supponiamo quindi che uk ≤ u q.o. in U .
Sempre ragionando in modo analogo a quanto fatto sopra segue che uk+1 ≤ u q.o. in U .

Riassumendo,
u ≤ · · · ≤ uk ≤ uk+1 ≤ u q.o. in U,

quindi per q.o. x ∈ U esiste u(x) = lim
k
uk(x). In particolare, u ≤ u ≤ u q.o. in U , da cui

�
U

|u|2dLn ≤
�

U

max
{
|u|2, |u|2

}
dLn < +∞,

che vuol dire u ∈ L2(U), e

∀ k ∈ N : |uk − u|2 ≤ 2 max
{
|u|2, |u|2

}
∈ L1(U)
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che, combinato con il Teorema della convergenza dominata, da uk → u in L2(U). Ora,
per la sub-linearità di f ,

∥f(uk)∥L2(U) ≤ C(1 + ∥uk∥L2(U)),

quindi, per la formulazione variazionale del problema di Dirichlet che ha soluzione debole
uk, valutata per v = uk, e per la disuguaglianza di Young,

∥uk∥2
H1

0 (U) ≤
�

U

(
|Duk|2 + λ|uk|2

)
dLn =

�
U

(f(uk−1) + λuk−1)ukdLn ≤

≤
�

U

(f(uk) + λuk)ukdLn ≤ C(∥f(uk)∥2
L2(U) + ∥uk∥2

L2(U)) ≤

≤ C(1 + ∥uk∥2
L2(U)) ≤ C < +∞.

In altre parole, (uk) è limitata in H1
0 (U), quindi per il Teorema di Eberlein–Smulian,

a meno di sottosuccessioni, per l’unicità del limite si ha uk ⇀ u in H1
0 (U). In modo

analogo, siccome (f(uk)) è limitata in L2(U), f(uk) ⇀ f(u) in L2(U). Passando quindi
al limite per k → +∞ nella formulazione variazionale del problema di Dirichlet che ha
soluzione debole uk otteniamo per ogni v ∈ H1

0 (U)
�

U

(Du ·Dv + λuv) dLn =
�

U

(f(u)v + λuv) dLn,

ossia �
U

Du ·DvdLn =
�

U

f(u)vdLn,

che è la tesi.

Vediamo di seguito un esempio di applicazione del Teorema precedente.

(4.6) Esempio Consideriamo U ⊆ Rn aperto limitato con bordo di classe C∞, C > 0
e f : R → [1, 2] di classe C∞ tale che, per ogni x ∈ R, |f ′(x)| ≤ C. Sia u ∈ H1

0 (U) la
soluzione debole del problema di Dirichlet

−∆u = 1 in U,

u = 0 su ∂U,

allora per ogni v ∈ H1
0 (U) con v ≥ 0 q.o. in U

�
U

Du ·DvdLn ≤
�

U

vdLn ≤
�

U

fvdLn,
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quindi u è sotto-soluzione debole per il problema di Dirichlet
−∆u = f(u) in U,

u = 0 su ∂U.

Analogamente, u ∈ H1
0 (U) tale che

−∆u = 2 in U,

u = 0 su ∂U,

è sopra-soluzione debole per il lo stesso problema di Dirichlet. Siccome 1 ≤ 2, dalla
Proposizione (4.1), discende che u ≤ u q.o. in U . Inoltre, u = u = 0 su ∂U nel senso
delle tracce. Dal Teorema (4.5), il problema di Dirichlet

−∆u = f(u) in U,

u = 0 su ∂U.

ammette soluzione debole.

5 Metodo dei punti critici

Nel seguito, salvo diversa specificazione, supporremo sempre che n ≥ 3, U sia un aperto
limitato di Rn non vuoto con ∂U di classe C∞ e che siano assegnate due applicazioni
g : U × R → R di Carathéodory e

G(x, s) =
� s

0
g(x, t)dt,

tali che

(i) per ogni ε > 0 esista aε ∈ L
2n

n+2 (U) tale che per q.o. x ∈ U e per ogni s ∈ R

|g(x, s)| ≤ aε(x) + ε|s|
n+2
n−2 , 5

(ii) esistono R > 0 e q > 2 tali che per q.o. x ∈ U e per ogni s ∈ R tale che |s| ≥ R

0 < qG(x, s) ≤ g(x, s)s,
5Attenzione: n+2

n−2 = 2∗ − 1.
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(iii) per ogni ε > 0 esista Cε ∈ R tale che per q.o. x ∈ U e per ogni s ∈ R

G(x, s) ≤ ε|s|2 + Cε|s|2
∗
,

ed un operatore differenziale L uniformemente ellittico in forma di divergenza tale che

• per ogni i, j = 1, . . . , n,
aij = aji.

In altre parole, A è simmetrica,

• per ogni i, j = 1, . . . , n,
aij ∈ L∞(U), bi, c = 0.

(5.1) Definizione Diciamo che u ∈ H1
0 (U) è una soluzione debole del problema di

Dirichlet 
−

n∑
i,j=1

Dj(aijDiu) = g(x, u) in U,

u = 0 su ∂U,

se per ogni v ∈ H1
0 (U)

�
U

n∑
i,j=1

aijDiuDjvdLn =
�

U

g(x, u)vdLn.

Consideriamo il funzionale continuo J : H1
0 (U) → R tale che

J [u] = 1
2

�
U

n∑
i,j=1

aijDiuDjudLn −
�

U

G(x, u)dLn.

Innanzitutto, per ogni u, v ∈ H1
0 (U)

lim
τ→0

J [u+ τv] − J [u]
τ

= lim
τ→0



�
U

n∑
i,j=1

aij(Di(u+ τv)Dj(u+ τv) −DiuDju)dLn

2τ +

−

�
U

(G(x, u+ τv) −G(x, u))dLn

τ

 ,
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ma

lim
τ→0

�
U

n∑
i,j=1

aij(Di(u+ τv)Dj(u+ τv) −DiuDju)dLn

2τ =
�

U

n∑
i,j=1

aijDiuDjvdLn

e, detta φ(t) = G(u+ tτv), per il Teorema di Lagrange, esiste σ ∈ ]0, 1[ tale che

lim
τ→0

�
U

(G(x, u+ τv) −G(x, u))dLn

τ
= lim

τ→0

�
U

(φ(1) − φ(0))dLn

τ
= lim

τ→0

�
U

φ′(σ)dLn

τ
=

= lim
τ→0

�
U

g(u+ στv)dLn =
�

U

g(x, u)vdLn,

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato la continuità dell’operatore di Nemytskij, quindi

⟨dJ [u], v⟩ = J ′[u](v) = lim
τ→0

J [u+ τv] − J [u]
τ

=
�

U

n∑
i,j=1

aijDiuDjvdLn −
�

U

g(x, u)vdLn.6

In particolare, J è derivabile ed è il funzionale associato al problema di Dirichlet in esame,
nel senso delle equazioni di Eulero–Lagrange. Inoltre, J è differenziabile, infatti, detta
φ(t) = G(x, u+ tv) − tg(x, u)v,

|J [u+ v] − J [u] − ⟨dJ [u], v⟩| =∣∣∣∣∣∣12
 n∑

i,j=1

�
U

aij (Di(u+ v)Dj(u+ v) −DiuDju− 2DiuDjv) dLn

+

−
�

U

(G(x, u+ v) −G(x, u) − g(x, u)v) dLn

∣∣∣∣∣ ≤

≤ 1
2

∣∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

�
U

aijDiuDjvdLn

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
�

U

(φ(1) − φ(0))dLn

∣∣∣∣∣,
quindi, per il Teorema di Lagrange, esiste σ ∈ ]0, 1[ tale che

|J [u+ v] − J [u] − ⟨dJ [u], v⟩| ≤ 1
2

∣∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

�
U

aijDiuDjvdLn

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
�

U

φ′(σ)dLn

∣∣∣∣∣ ≤

≤ C∥v∥2
H1

0 (U) +
�

U

|g(u+ σv) − g(u)||v|dLn

6Attenzione al cambio di notazione rispetto ai capitoli precedenti.
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e, per la Disuguaglianza di Holder ed il Teorema di Sobolev,

|J [u+ v] − J [u] − ⟨dJ [u], v⟩| ≤ C∥v∥2
H1

0 (U) + ∥g(u+ tv) − g(u)∥
L

2n
n+2 (U)

∥v∥
L

2n
n−2 (U)

≤

≤ C∥v∥H1
0 (U)

(
∥v∥H1

0 (U) + ∥g(u+ tv) − g(u)∥
L

2n
n+2 (U)

)
,

quindi, per la continuità dell’operatore di Nemytskij,

lim
v→0

J [u+ v] − J [u] − ⟨dJ [u], v⟩
∥v∥H1

0 (U)
= 0.

In modo simile, si vede che J è di classe C1.

(5.2) Lemma Per q.o. x ∈ U e per ogni s ∈ R tale che |s| ≥ R, esiste k(x) tale che

G(x, s) ≥ k|s|q.

Dimostrazione. Vediamo dapprima il caso s ≥ R. Detta φ(s) = G(x,s)
sq , si ha, per la (ii),

φ′(s) = g(x, s)s− qG(x, s)
sq+1 ≥ 0,

quindi φ(s) ≥ φ(R), ossia
G(x, s)
sq

≥ G(x,R)
Rq

o, in altre parole,
G(x, s) ≥ ksq.

Il caso s ≤ −R può essere trattato in modo simile.

(5.3) Lemma J soddisfa la condizione di Palais–Smale.

Dimostrazione. Sia (uh) in H1
0 (U) tale che (J [uh]) sia limitata e dJ [uh] → 0 in H−1(U).7

Per il Teorema di Bolzano–Weierstrass, esistono (uhk
) e m ∈ R tali che

J [uhk
] → m, dJ [uhk

] → 0.

In particolare, esiste una successione (αk) in R tale che αk → 0 e

1
2

�
U

n∑
i,j=1

aijDiuhk
Djuhk

dLn −
�

U

G(x, uhk
)dLn = m+ αk.

7Attenzione: non stiamo applicando il Teorema della rappresentazione di Riesz; vedremo che è molto
più comodo ragionare così.
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Sottraendo, a quest’ultima equazione moltiplicata per q,
�

U

n∑
i,j=1

aijDiuhk
Djuhk

dLn −
�

U

g(x, uhk
)uhk

dLn = ⟨dJ [uhk
], uhk

⟩

otteniamo, a meno di rinominare la successione αk,

q − 2
2

�
U

n∑
i,j=1

aijDiuhk
Djuhk

dLn+

+
�

U

(g(x, uhk
)uhk

− qG(x, uhk
)) dLn = qm+ αk − ⟨dJ [uhk

], uhk
⟩ ,

che può anche essere scritta nella forma

q − 2
2

�
U

n∑
i,j=1

aijDiuhk
Djuhk

dLn +
�

U∩{|uhk
|≥R}

(g(x, uhk
)uhk

− qG(x, uhk
)) dLn

+
�

U∩{|uhk
|≤R}

(g(x, uhk
)uhk

− qG(x, uhk
)) dLn = qm+ αk − ⟨dJ [uhk

], uhk
⟩ .

Ora, per uniforme ellitticità,

q − 2
2

�
U

n∑
i,j=1

aijDiuhk
Djuhk

dLn ≥ q − 2
2 ν∥uhk

∥2
H1

0 (U),

per la (ii), �
U∩{|uhk

|≥R}
(g(x, uhk

)uhk
− qG(x, uhk

)) dLn ≥ 0,

per la (i), �
U∩{|uhk

|≤R}
(g(x, uhk

)uhk
− qG(x, uhk

)) dLn ≥ CR,

quindi possiamo scrivere, utilizzando la continuità del differenziale,

q − 2
2 ν∥uhk

∥2
H1

0 (U) ≤ qm+ αk + ∥dJ [uhk
]∥H−1∥uhk

∥H1
0 (U) + CR

che, a seguito di un’applicazione della disuguaglianza di Young pesata sul terzo addendo
a secondo membro, diventa

∥uhk
∥2

H1
0 (U) ≤ C < +∞,

ossia (uhk
) è limitata in H1

0 (U). A meno di sottosuccessioni, per il Teorema di Eberlein–
Smulian, il Teorema di Rellich–Kondrachov, le proprietà degli spazi Lp e l’unicità del
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limite debole, esiste u ∈ H1
0 (U) tale che per ogni p < 2∗ si abbia

uhk
⇀ u in H1

0 (U), uhk
→ u in Lp(U).

Tuttavia, per uniforme ellitticità,

ν∥Duhk
−Du∥2

L2(U) ≤
�

U

n∑
i,j=1

aijDi(uhk
− u)Dj(uhk

− u)dLn =

=
�

U

n∑
i,j=1

aijDiuhk
Djuhk

dLn − 2
�

U

n∑
i,j=1

Diuhk
DjudLn+

+
�

U

n∑
i,j=1

DiuDjudLn =

=
�

U

g(x, uhk
)uhk

dLn + ⟨dJ [uhk
], uhk

⟩ − 2
�

U

n∑
i,j=1

Diuhk
DjudLn+

+
�

U

n∑
i,j=1

DiuDjudLn.

A questo punto, osservando che ⟨dJ [uhk
], uhk

⟩ → 08 per ogni ε > 0 esiste N1 ≥ 0 tale che
per ogni k ≥ N1

⟨dJ [uhk
], uhk

⟩ < νε

3 .

Siccome uhk
⇀ u in H1

0 (U), essendo aijDju ∈ L2(U) per ogni i, j = 1, . . . , n, esiste
N2 ≥ 0 tale che per ogni k ≥ N2

�
U

n∑
i,j=1

Diuhk
DjudLn >

�
U

n∑
i,j=1

DiuDjudLn − νε

6 ,

quindi, per k ≥ max {N1, N2},

ν∥Duhk
−Du∥2

L2(U) <

�
U

g(x, uhk
)uhk

dLn −
�

U

n∑
i,j=1

DiuDjudLn + 2
3νε.

Siccome per ogni v ∈ H1
0 (U) si ha ⟨J [uhk

], v⟩ → 0, uhk
⇀ u in H1

0 (U) e aijDju ∈ L2(U)

8Si tratta di un fatto generale. Consideriamo (X, ∥ ∥X) uno spazio normato su K, (x;h) in X e (φh)
in X ′. Se esistono x ∈ X e φ ∈ X ′ tali che xh ⇀ x in X e φh → φ in X ′, allora ⟨φh, xh⟩ → ⟨φ, x⟩.

Infatti, siccome la convergenza debole implica la limitatezza,

|⟨φh, xh⟩ − ⟨φ, x⟩| ≤ |⟨φh, xh⟩ − ⟨φ, xh⟩| + |⟨φ, xh⟩ − ⟨φ, xh⟩| ≤
≤ ∥φh − φ∥X′∥xh∥X + |⟨φ, xh⟩ − ⟨φ, xh⟩| ≤
≤ C∥φh − φ∥X′ + |⟨φ, xh⟩ − ⟨φ, xh⟩| → 0.
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per ogni i, j = 1, . . . , n, per la continuità dell’operatore di Nemytskij (in H−1(U))9,
passando al limite nell’espressione di ⟨J [uhk

], v⟩ si trova
�

U

n∑
i,j=1

DiuDjvdLn =
�

U

g(x, u)vdLn.10

In particolare,

ν∥Duhk
−Du∥2

L2(U) <

�
U

g(x, uhk
)uhk

dLn −
�

U

g(x, u)udLn + 2
3νε.

Sempre per la continuità dell’operatore di Nemytskij (su H−1(U)) e siccome uhk
⇀ u in

H1
0 (U), esiste N3 ≥ 0 tale che se k ≥ N3

�
U

g(x, uhk
)uhk

dLn −
�

U

g(x, u)udLn <
νε

3 ,

quindi per ogni k ≥ max {N1, N2, N3}

∥Duhk
−Du∥2

L2(U) < ε,

ossia uhk
→ u in H1

0 (U), da cui la tesi.

(5.4) Teorema Esiste u ∈ H1
0 (U) \ {0} soluzione debole del problema di Dirichlet


−

n∑
i,j=1

Dj(aij(x)Diu(x)) = g(x, u) in U,

u = 0 su ∂U.

Dimostrazione. Innanzitutto, per il Lemma (5.3), il funzionale J soddisfa la condizione
di Palais–Smale. Chiaramente, J [0] = 0.

Mostriamo che esistono a, r > 0 tali che per ogni u ∈ ∂B(0, r) ⊆ H1
0 (U)

J [u] ≥ a.

9Prestiamo attenzione al fatto che g non dipende dai gradienti, quindi le convergenze che abbiamo
sono sufficienti.

10Potrebbe sembrare che già qui abbiamo trovato una soluzione debole del nostro problema. Attenzione
però: noi, già a priori, sappiamo che il problema ammette la soluzione nulla. Stiamo cercando soluzioni
non banali. A questo livello nulla ci garantisce che u non sia la soluzione banale.
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In primo luogo, per uniforme ellitticità e per la (iii),

J [u] ≥ 1
2ν

�
U

|Du|2dLn − ε

�
U

|u|2dLn − Cε

�
U

|u|2∗
dLn.

A questo punto, per la disuguaglianza di Poincaré ed il Teorema di Sobolev,

J [u] ≥ ν

2∥u∥2
H1

0 (U) − εCp∥u∥2
H1

0 (U) − CεCs∥u∥2∗

H1
0 (U) = ν

2r
2 − εCpr

2 − CεCsr
2∗
.

Se scegliamo ε tale che ν
2 > εCp, è sufficiente scegliere a, r tali che

(
ν

2 − εCp

)
r2 − CεCsr

2∗ ≥ a > 0.

Mostriamo che esiste v ∈ H1
0 (U) tale che ∥v∥H1

0 (U) > r e J [v] ≤ 0. Per il Lemma (5.2)
e la (i), fissato u ∈ H1

0 (U) \ {0},

J [tu] ≤ Ct2∥u∥2
H1

0 (U) −
�

U∩{|tu|≥R}
G(x, tu)dLn −

�
U∩{|tu|≤R}

G(x, tu)dLn ≤

≤ Ct2∥u∥2
H1

0 (U) −
�

U∩{|tu|≥R}
k|tu|qdLn −

�
U∩{|tu|≤R}

G(x, tu)dLn =

= Ctq∥u∥2
H1

0 (U) − tq
�

U

k|u|qLn +
�

U∩{|tu|≤R}
(k|tu|q −G(x, tu))dLn ≤

≤ Ctq∥u∥2
H1

0 (U) − tq
�

U

k|u|qLn + CR.

Si tratta quindi di scegliere v = tu per t sufficientemente grande da garantire
Ct

q∥u∥2
H1

0 (U) − tq
�

U
k|u|qLn + CR ≤ 0,

t∥u∥H1
0 (U) > r.

Per il Teorema del passo montano, detto

Γ =
{
g ∈ C([0, 1];H1

0 (U)) : g(0) = 0, g(1) = v
}
,

si ha che
c = inf

g∈Γ
max
t∈[0,1]

J [g(t)]

è un valore critico per J , ossia esiste u ∈ H1
0 (U) tale che J [u] = c e J ′[u] = 0. In altre

parole, u è soluzione debole non banale dell’equazione di Eulero–Lagrange di J , ossia del
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problema di Dirichlet
−

n∑
i,j=1

Dj(aij(x)Diu(x)) = g(x, u) in U,

u = 0 su ∂U,

da cui la tesi.

Un esempio modello è il seguente.

(5.5) Esempio Consideriamo il problema di Dirichlet
−∆u = |u|p−1u in U,

u = 0 su ∂U,

dove p ∈
]
1, n+2

n−2

[
, corrispondente alla scelta aij = δij, chiaramente ammissibile, e

g(x, s) = |s|p−1s.
Vediamo che la scelta di g è ammissibile. Innanzitutto, chiaramente è di Carathéodory

e possiamo scegliere G(x, s) = |s|p+1

p+1 . Poi, la (i) segue dalla disuguaglianza di Young
pesata11 e dal fatto che, essendo U limitato, le costanti sono elementi di L

2n
n+2 (U), infatti

|s|p ≤ C + ε|s|
n+2
n−2 .

La (ii) segue dalla scelta q = p+1. Per quanto riguarda la (iii), segue dalla disuguaglianza
di Young pesata, infatti presto t ∈ ]0, 1[ tale che p+ 1 = 2t+ 2∗(1 − t), si ha

|s|p+1

p+ 1 = 1
p+ 1 |s|2t|s|2∗(1−t) ≤ ε|s|2 + Cε|s|2

∗
.

Il funzionale associato, in questo caso, è J : H1
0 (U) → R tale che

J [u] = 1
2

�
U

|Du|2dLn − 1
p+ 1

�
U

|u|p+1dLn,

infatti, per ogni u, v ∈ H1
0 (U)

J ′[u](v) =
�

U

Du ·DvdLn −
�

U

|u|p−1uvdLn,

da cui la corrispondenza tra soluzioni deboli dell’equazione di Eulero–Lagrange e del
problema posto sopra.

11Con uno degli esponenti 2∗−1
p .
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6 Non esistenza di soluzioni

Nel seguito, salvo diversa specificazione, supporremo sempre che n ≥ 3, U sia un
aperto limitato di Rn non vuoto con ∂U di classe C∞. Dato p ∈ ]1,+∞[, consideriamo il
problema di Dirichlet

(6.1)

−∆u = |u|p−1u in U,

u = 0 su ∂U.

Nella sezione precedente abbiamo potuto osservare che nel caso p ∈
]
1, n+2

n−2

[
, mediante

il Metodo dei punti critici, il problema (6.1) ammette una soluzione non banale. In
realtà, siccome il funzionale J associato è pari, è possibile dimostrare che esistono infinite
soluzioni uj ∈ H1

0 (U) non banali e a segni alterni tali che J [uj] → +∞.
Studiamo ora il caso p ∈

[
n+2
n−2 ,+∞

[
.

(6.2) Lemma Supponiamo che U sia stellato rispetto a 0. Allora per ogni x ∈ ∂U si ha

x · ν(x) ≥ 0.

Dimostrazione. Fissiamo x ∈ ∂U . Mostriamo, innanzitutto, che, per ogni ε > 0 esiste
δ > 0 tale che per ogni y ∈ U tale che |x− y| < δ si ha

ν(x) · y − x

|y − x|
≤ ε.

Se, per assurdo, esiste ε > 0 tale che per ogni j ∈ N esiste yj ∈ B(x, 1
j
) ∩ U tale che

ν(x) · yj − x

|yj − x|
> ε > 0,

dal fatto che yj → x, si avrebbe ε ≤ 0, assurdo. In particolare,

lim sup
y→x
y∈U

ν(x) · y − x

|y − x|
≤ 0.

Dal fatto che U è stellato rispetto a 0, per ogni λ ∈ [0, 1] y = λx ∈ U ⊆ U , allora

ν(x) · x

|x|
= − lim

λ→1−
ν(x) · λx− x

|λx− x|
≥ 0,

da cui la tesi.
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Vediamo che, sotto l’ipotesi che U sia stellato rispetto a 0, non esistono soluzioni non
banali per il problema (6.1).

(6.3) Teorema Supponiamo che U sia stellato rispetto a 0 e p ∈
]

n+2
n−2 ,+∞

[
. Se

u ∈ C2(U) è una soluzione del problema (6.1), allora u = 0 in U .

Dimostrazione. Innanzitutto, dal fatto che u è una soluzione classica di (6.1), per ogni
x ∈ U si ha

−∆u(x) = |u(x)|p−1u(x).

Moltiplicando ambo i membri per x ·Du ed integrando su U otteniamo
�

U

(−∆u(x))(x ·Du(x))dLn(x) =
�

U

|u(x)|p−1u(x)(x ·Du)dLn(x).

Per quanto riguarda il primo membro, per le formule di Gauss–Green,
�

U

(−∆u(x))(x ·Du(x))dLn(x) = −
n∑

i,j=1

�
U

D2
i,iuxjDjudLn(x) =

=
n∑

i,j=1

�
U

DiuDi(xjDju)dLn(x) −
n∑

i,j=1

�
∂U

DiuxjDjuνidHn−1(x) =

=
n∑

i,j=1

�
U

DiuδijDjudLn +
n∑

i,j=1

�
U

DiuxjD
2
i,judLn(x) −

n∑
i,j=1

�
∂U

DiuxjDjuνidHn−1(x) =

=
n∑

i=1

�
U

|Diu|2dLn + 1
2

n∑
j=1

�
U

Dj

(
|Du|2

)
xjdLn(x) −

n∑
i,j=1

�
∂U

DiuxjDjuνidHn−1(x) =

=
�

U

|Du|2dLn + 1
2

−
n∑

j=1

�
U

|Du|2dLn +
n∑

j=1

�
∂U

|Du|2xjνjdHn−1(x)
+

−
n∑

i,j=1

�
∂U

DiuxjDjuνidHn−1(x) =

= −n− 2
2

�
U

|Du|2dLn + 1
2

�
∂U

|Du|2(x · ν)dHn−1(x) −
n∑

i,j=1

�
∂U

DiuxjDjuνidHn−1(x),

ma siccome u = 0 su ∂U , Du è parallelo a ν su ∂U , ossia Du = ±|Du|ν. In particolare,
per ogni i = 1, . . . , n si ha Diu = ±|Du|νi, quindi
�

U

(−∆u(x))(x ·Du(x))dLn(x) =

= 2 − n

2

�
U

|Du|2dLn + 1
2

�
∂U

|Du|2(x · ν)dHn−1(x) −
n∑

i,j=1

�
∂U

|Du|2νixjνjνidHn−1(x) =

= 2 − n

2

�
U

|Du|2dLn − 1
2

�
∂U

|Du|2(x · ν)dHn−1(x).
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Per quanto riguarda il secondo membro, invece, sempre per le formule di Gauss–Green
ed il fatto che u = 0 su ∂U ,

�
U

|u(x)|p−1u(x)(x ·Du)dLn(x) =
n∑

j=1

�
U

|u|p−1uxjDjudLn(x) =

= 1
p+ 1

n∑
j=1

�
U

Dj

(
|u|p+1

)
xjdLn(x) =

= − n

p+ 1

�
U

|u|p+1dLn.

Riassumendo,

(6.4) n− 2
2

�
U

|Du|2dLn + 1
2

�
∂U

|Du|2(x · ν)dHn−1(x) = n

p+ 1

�
U

|u|p+1dLn.12

Combinando la (6.4) con il Lemma (6.2), possiamo scrivere

n− 2
2

�
U

|Du|2dLn ≤ n

p+ 1

�
U

|u|p+1dLn.

Tuttavia, la formulazione variazionale del problema (6.1), per v = u, conduce a
�

U

|Du|2dLn =
�

U

|u|p+1dLn,

quindi (
n− 2

2 − n

p+ 1

)�
U

|Du|2dLn ≤ 0.

Siccome
n− 2

2 − n

p+ 1 > 0, 13

l’unica possibilità è che u = 0, da cui la tesi.

(6.5) Osservazione Nel caso p = n+2
n−2 , la formulazione variazionale del problema (6.1),

12Nota come identità di Derrick–Pohozaev.
13Si tratta di un calcolo diretto,

n− 2
2 − n

p+ 1 > 0 ⇐⇒ (p+ 1)(n− 2) > 2n ⇐⇒ (n− 2)p+ n− 2 > 2n ⇐⇒ (n− 2)p > n+ 2,

quindi,
n− 2

2 − n

p+ 1 > 0 ⇐⇒ p >
n+ 2
n− 2 .
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per v = u, combinata con (6.4), conduce a
�

∂U

|Du|2(x · ν)dHn−1(x) = 0.

Se x · ν > 0 su una porzione di ∂U di misura positiva, dal fatto che u = 0 su ∂U , tramite
una proprietà di continuazione unica, si può affermare anche in questo caso che u = 0 su
U . I dettagli della dimostrazione esulano dai nostri scopi.

(6.6) Osservazione Nel caso p = n+2
n−2 , se U non è stellato rispetto a 0, è possibile

fornire, sotto opportune ipotesi tecniche, dei risultati di esistenza di soluzioni non banali:
si tratta però, principalmente, di scenari molto specialistici che esulano dai nostri scopi.

Vediamo, infine, un caso che esula dalla nostra trattazione, ma comunque degno di
nota.

(6.7) Esempio Consideriamo il problema di Dirichlet
−∆u = u

n+2
n−2 in Rn,

u > 0 in Rn.

Intorno al 1976, Giorgio Talenti ha lavorato su questo problema esibendo come soluzione

T0(x) = (n(n− 2))
n−2

4
1

(1 + |x|2)n−2
2
.

Addirittura, ogni elemento della famiglia delle talentiane, ossia

Tε(x) = ε
n−2

2 T0 (ε(x− x0)) , ε > 0, x0 ∈ Rn,

è una soluzione. Infatti,

−∆Tε = −ε
n−2

2 ∆ (T0 (ε(x− x0))) = −ε
n−2

2 +2(∆T0)(ε(x− x0)) =

= ε
n−2

2 +2T0 (ε(x− x0))
n+2
n−2 = ε

n−2
2 +2T0 (ε(x− x0))

n+2
n−2

εn−2
2

ε
n−2

2


n+2
n−2

=

= ε
n−2

2 +2− n−2
2 Tε(x)

n+2
n−2 = Tε(x)

n+2
n−2 .
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