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Preliminari

1 Spazi riflessivi

(1.1) Notazione Dato X uno spazio normato su K, indichiamo con X’ = £(X;K) il

suo duale topologico e con X" = £(X’;K) il suo biduale topologico.

(1.2) Definizione Sia X uno spazio normato su K. Chiamiamo iniezione canonica di

X in X", Uapplicazione J : X — X" tale che per ogni x € X, per ogni ¢ € X'

(Jz,0) = (o, 7).

(1.3) Proposizione Sia X uno spazio normato su K e J liniezione canonica di X in

X", Valgono i sequenti fatti:
(a) J é ben definita,

(b) J é un’isometria, ovvero per ogni x € X

[T ]| xn = [l]lx,

(c) J ¢ lineare e iniettiva'.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. =

(1.4) Definizione Sia X uno spazio normato su K. Diciamo che X é riflessivo se J é

suriettiva.

(1.5) Proposizione Sia X uno spazio normato su K di dimensione finita. Allora J é

biettiva. In particolare X ¢é riflessivo.

1 nome & quindi giustificato.
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Dimostrazione. E sufficiente combinare il fatto che J sia iniettiva con il Teorema di

Nullita + Rango. =

(1.6) Teorema Sia X uno spazio normato su K. Allora X é riflessivo se e solo se X'

e riflessivo.
Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. =

(1.7) Teorema Siano X uno spazio di Banach su K riflessivo e Y < X chiuso. Allora

Y é riflessivo.
Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m
(1.8) Proposizione Sia X uno spazio normato su K riflessivo. Allora X é di Banach.

Dimostrazione. Sia (x3) di Cauchy in X. Allora per ogni € > 0 esiste i € N tale che per

ogni h,k > h, ||z) — 21||x < e. Detta J l'iniezione canonica associata a X,
[ Jn = Jagllxr = I (wn = 2p)lxr = llan — 2xlx <

ossia (Jxy) ¢ di Cauchy in X", che ¢ completo essendo K completo. Di conseguenza
esiste T' € X" tale che Jx;, — T.

Poiché X e riflessivo, esiste © € X tale che T'= Jx. Essendo J un’isometria,
[Jon = Jx|xn = llon — 2 x
e passando al limite otteniamo che z;, — . =
(1.9) Esempio Sia
Coo = {(zp) € I*°(N) : esiste m € N tale che x;, = 0 per ogni h > m}
munito della norma del sup. Allora (Cog, ||||ec) non é riflessivo.

Dimostrazione. Consideriamo la successione in Cyo definita da

11 1
a:]_<17§717‘ 7?707 '707' )
Siccome z; — (1, %, i, ce %, Zj%, ... ) & Cyo, possiamo affermare che Cyy non & chiuso.

Non puo quindi essere completo. La tesi discende quindi dalla Proposizione (1.8). m
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(1.10) Definizione Sia X uno spazio normato su K. Diciamo che X é uniformemente

convesso se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che

r+y
ey € X, |zl lyl < 1: ||z —yl| > e — HzH <14

Possiamo immaginare uno spazio normato uniformemente convesso come uno spazio
normato la cui palla unitaria sia in un certo senso “tonda”. Piu precisamente, si deve avere
che il punto medio di segmenti con estremi sul bordo della palla unitaria sia contenuto
nell’interno della palla unitaria.

Il risultato seguente collega una nozione geometrica, I'uniforme convessita, con una
nozione topologica, la riflessivita. Premettiamo subito che il risultato non e invertibile, i

controesempi sono molteplici.
(1.11) Teorema Sia X uno spazio di Banach su K uniformemente convesso. Allora X

e riflessivo.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

2 Alcuni complementi sugli spazi di Legesgue

Iniziamo con alcune considerazioni di carattere generale.

(2.1) Proposizione Consideriamo (X, | ||) uno spazio normato su K, (z3) in X e

x € X. I sequenti fatti sono equivalenti:
(a) zp, > x in X,

(b) per ogni sottosuccessione (), esiste una sotto-sottosuccessione (xhkj) tale che

T, —xin X.
J

k

Dimostrazione.

(a) = (b) Evidente.

(b) = (a) Supponiamo, per assurdo, che esista ¢ > 0 tale che per ogni k > 0 esista
hi, > k tale che ||xp, — z|| > €. Allora, per ogni sottosuccessione (mhkj) di (zp, ), per ogni

JjeN, Hxhkj —z|| > €, ossia (xhkj) non converge a x, assurdo. m

(2.2) Proposizione Siano p € [1,+o00[, k € N tale che k > 2 ed x1,..., 2, > 0. Si ha

k p k
(Z ) <Ky e
=1 =1
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k
Dimostrazione. Si tratta di usare la convessita di {¢ — t"} a piu punti. Infatti, Z —x; €
i=1
k
una combinazione convessa di xy, ..., x; essendo Z — =1, quindi
i=1

Y LN Ey kg ;
(Z x) = (kZ kw) =k (Z kx) <SKY el =k Y al
=1 =1 i=1

i=1 i=1
Nel seguito U indichera un generico sottoinsieme aperto di R™.

(2.3) Teorema (disuguaglianza di interpolazione) Siano 1 < ¢ <p <r < oo e
v €]0,1] tali che

1—9

0
=—+
q r

1
p
Seuwe LYU)NL"(U), allora uw € LP(U) e

HUHLP(U) < HUng(U)HM IL:(ﬂU)'

Dimostrazione. Vediamo solo il caso finito. Innanzitutto,

/]u|pd/$":/\ulﬂp\uﬁl_ﬁ)pdﬁn
U U

e per la disuguaglianza di Holder?

Ip 1-—9)p
n n ! r n ' v 1-9
[1uracr < ([apact) ™ ([rrac) ™ = i ity

da cui la tesi. m

(2.4) Teorema (disuguaglianza di Holder generalizzata)® Consideriamo 1 <

P1s---,pn < 00. Sia 1 <r < oo tale che
1 1
=4
rop PN
2Essendo p
L))
q r

3Ma ¢ strabiliante! Si potrebbe quasi dire che & over 9000. A parte le citazioni di DragonBall (e
parodie), si tratta della versione pilt generale della disuguaglianza di Holder valida per gli spazi normati

(LPU), I [Ip)-
4Di fatto r & completamente determinato dai py,...,pn.
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Se fre L»(U),...,fxn € LPN(U), allora f= fi...fy € L'(U) e

pi-

N
LA < 1T
i=1

Dimostrazione. Supponiamo che per ogni k£ € N tale che k < N valga la tesi. Mostriamo
che vale anche per N. Innanzitutto, a meno di riordinare gli indici ed il prodotto delle
fi, possiamo supporre p; < --- < py. Se per ogni ¢ = 1,..., N, p; = 0o, allora anche
r = oo e la tesi e evidente. Se invece esiste j € N tale che 0 < j < N e p; = oo per
t=7+1,...,Nep;<ooperi=1,...,7, allora

1 1 1

e _|_7
r D1 D

ed essendo 5 < N,

r
pi)

[israce < Tl [ Tarae < T 10 0 = (T05

i=j+1 Ui=1 i=j+1
da cui
N
LA < TTH fille-
i=1
Se poi py < o0, allora per ogni ¢ = 1,...,N — 1, p; < o0 e quindi r < oco. Ora,

evidentemente py > r e quindi, per la disuguaglianza di Holder®,

—T

N-1 N N-1 = ,.r N
[isract = [y Tisrac < ( / |fN|de£”) ( I |fiywdcn)
U U U

=1 U i=1
Ora, dal fatto che

o pyor_ 11
pN—1 PNT D1 PN-1

N—-1<N,

possiamo applicare 'ipotesi induttiva forte e ottenere

PNT

N-1 . N-1 S

I < T ( [ 1pac) »
U i=1 i=1 U

PN

5Quella classica, che applichiamo qui con esponente p = ”
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Pertanto,

) _ (f[lufi

v /N-1 r
[israe < ( / Ilep”d£"> (H T )
U U =1

da cui la tesi. m

(2.5) Osservazione F possibile estendere il Teorema (2.4) anche perr,py, ..., px € ]0,1].
Tuttavia si ricorda che in questo caso non abbiamo a che fare con delle norme in quanto
non vale la disuguaglianza triangolare, pertanto il Teorema (2.4) é di fatto la versione pit
generale se si vuole lavorare con delle norme. In ogni caso la generalizzazione é diretta, lo
stesso enunciato puo essere scritto per r,py,...,py € |0, 1[ intendendo appropriatamente

il simbolo || ||
Presentiamo ora un criterio di compattezza per gli spazi di Lebesgue®.

(2.6) Notazione Per ogni x € R", per ogni y € R", indichiamo con

7y(f)(x) = f(z +y)

la traslata di vettore y di una qualsiasi applicazione f.

(2.7) Teorema (di Kolmogorov—-M. Riesz—Fréchet) Siano 1 < p < co ed F un
sottoinsieme di LP(R™). Se F ¢ limitato e per ogni € > 0, esiste 6 > 0 tale che

VIieFVyeR" Jy <d=|n,(f) = fll, <e
allora per ogni sottoinsieme misurabile Q di R™ di misura finita, Fio é compatto in LP(2).
Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(2.8) Corollario Siano 1 < p < 0o ed F un sottoinsieme di LP(U). Se L"(U) < +o0,
F e limitato e per ogni € > 0, esiste d > 0 tale che

VieFVYyeR": |yl <i=|n,(f) - fly<e
allora F ¢ compatto in LP(U).

Dimostrazione. Si tratta di una riscrittura del Teorema di Kolmogorov. =m

6Cosi come il Teorema di Ascoli-Arzeld per le funzioni continue su un compatto. In effetti la
dimostrazione richiede proprio 1'uso del Teorema sopra citato.



2. ALCUNI COMPLEMENTI SUGLI SPAZI DI LEGESGUE 13

(2.9) Corollario Siano 1 < p < oo ed F un sottoinsieme di LP(R™). Se F ¢ limitato,
per ogni € > 0, esiste § > 0 tale che

VIieFVyeR" |yl <dé=|n,(f) = fl, <e¢
ed esiste un sottoinsieme limitato U di R™ misurabile tale che

VieF | fllwemo <e
allora F ¢ compatto in LP(R™).
Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. =

(2.10) Osservazione Il viceversa del Corollario (2.9) é anch’esso vero. Pertanto abbiamo

una caratterizzazione piena dei sottoinsiemi compatti di LP(R™).
Passiamo quindi ad alcune considerazioni sulla convergenza.

(2.11) Proposizione Supponiamo che L*(U) < 400 e 1 < p < o0. Sia (fn) una
successione limitata in LP(U). Se fr, — f q.o. in U, allora per ogni ¢ < p, fn — [ in
L1(U).

Dimostrazione. Dalla limitatezza di (fy,) innanzitutto discende 'esistenza di K > 0 tale
che per ogni h € N
[l < K

Ora, per il Lemma di Fatou
/U F@)PdL? (2) < limint /U @)L (2) = i | £} < K7
da cui f € LP(U). Mostriamo che per ogni ¢ € [1,p]
i [ 1(a) = @12 (@) =0
Fissiamo M > 0 e prendiamo
U ={zeU:|fulzx)— flz)]<M}.

Ora

/ ) = @M@ = [ 1fute) = f@PaL @ + [ o) - g @),

\Un,m
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e per il Teorema della convergenza dominata’, a M fissato,

lim () = f(@)[*dL () = 0

Un,m

Invece,

/ () — F(o)|tdLn (z) = / n(@) = F@P|fnle) — F@)[rPdLn (z) <
U\Up,

U\Un,m
Sl o ) fpie ) < o
Allora, .
[ 1) = s@pac@ < [ 1)~ P ) +

ese h — +o0o
C

Mpr—a’

/U () — F@) L () <

Se ora M — 400 otteniamo la tesi. m

(2.12) Definizione Siano p una misura esterna su R" ed E C R"™ misurabile. Siano
(fn) una successione di applicazioni misurabili da FE in R ed f : E — R misurabile.
Diciamo che f, converge quasi uniformemente a f in E se per ogni ¢ > 0 esiste E. C F

tale che

u(E\ E.) <e, lim|[ fp = fllzoe B2y = 0-

Chiaramente, la convergenza quasi uniforme implica la convergenza q.o. in E. Nel

caso di misura finita, il seguente risultato realizza 'implicazione contraria.

(2.13) Teorema (di Severini-Egorov) Siano u una misura esterna su R™ ed E C R"
misurabile tale che p(E) < 4o00. Sia (fn) una successione di applicazioni misurabili da E

in R. Se f, = f q.0. in E, allora f;, — f quasi uniformemente in E.

"Indichiamo con gp,(7) = |fu(x) — F(@)| XU, ars
gn — 0qo. inU lgn| < M € L*(U)

in quanto £™(U) < 4oc.
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Dimostrazione. Sia N C E tale che pu(N) =0 e f, — f puntualmente in £\ N. Per

ogni k € N consideriamo la successione crescente (A*) di sottoinsiemi di E tali che

1
AY = () {re BAN: 1)~ f@) < g )
Chiaramente, fissato k € N
U A® =B\ N.
meN
Siccome siamo in misura finita, a & € N fissato, u(A®) — u(E), per ogni £ > 0 esiste
my, tale che u(E\ As,ljz) < g5z

1
Ve Agfi,Vn >my | fulz) — f2)] < R
Posto
E.= () A%,

keN

allora
lim|[ fo = fllze (e = 0
e o0
€ €
M(E\EE)SZW:§<€7
k=0

da cui la tesi. m

In generale, se togliamo l'ipotesi di misura finita, tuttavia, il risultato non & piu vero.
(2.14) Esempio Sia E =R". Allora L'(E) = 4+00. Consideriamo
Su(@) = Xgnna(2).

Evidentemente f,(x) — 0. Supponiamo per assurdo valga il Teorema di Severini—Egorov,
allora per ogni € > 0, esiste E. C R tale che L/(RT\ E.) <e e

i fall 2= () = 0.

Allora, definitivamente in h,
E.N]h,h+1[ =0,

quindi E. limitato. Allora L'(RT \ E.) = +oo, assurdo.
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(2.15) Osservazione Mediante il Teorema di Severini-Egorov, possiamo costruire una
diversa dimostrazione della Proposizione (2.11).

Per il Teorema di Severini—Egorov, per ogni € > 0, esiste U, tale che L"(U\U;) < € e

liml| fp = fll o) = 0.

Ora, per la disuguaglianza di Holder,

/ 4la) = F@)PaL @) = [ 1fule) = fla)aL(a) + / @) = @) <
< o= FlE ) £7(U)+
LU UL ( [ 1)~ f(x)\pdﬁn(w)>p <
U\U.
< = FUl o) £(U) + C"

Ora, passando prima al limite per h — 400 e poi per € — 0 si ottiene la tesi.

(2.16) Definizione Siano p una misura esterna su R™ ed E C R™ misurabile. Siano (fy)
una successione di applicazioni misurabili da F in R ed f: E — R misurabile. Diciamo

che f, converge in misura a f, e lo indichiamo con f, = f se, per ognie > 0, detto

E.={zeU:|fu(x) = f(x)] > ¢},

risulta
li}{n w(E:) = 0.

(2.17) Proposizione Siano p una misura esterna su R™ ed E C R"™ misurabile. Siano
(fn) una successione di applicazioni misurabili da E in R ed f : E — R misurabile. Se
fn 5 f, allora esiste (fy,) tale che fu, — f q.o. in E.

Dimostrazione. Per ogni k € N, esiste ny tale che

p({remiin@ - f@l> 1) < 5

Siano

Ap = {ert [fulz) = f(@)] > 11:}

A= U A

meN k>m



2. ALCUNI COMPLEMENTI SUGLI SPAZI DI LEGESGUE 17

> 1
La tesi segue dal fatto che pu(A) < kz = 0e fo,(x) = f(z) in E\ A in quanto

bon

(2.18) Proposizione Siano p una misura esterna su R" ed E C R™ misurabile tale

| =

ExA= | N {r€Eslful) - f@)] <

meN k>m

che L"(E) < 4+00. Siano (fn) una successione di applicazioni misurabili da E in R ed
f: E — R misurabile. Se f, — f q.o. in E, allora fr & f.

Dimostrazione. Fissiamo € > 0. Per il Teorema di Severini-Egorov, per ogni § > 0 esiste
FEs C E tale che

w(E\ Es) <6, [ £ = fll 2o 5. = 0-

In particolare, esiste n. tale che per ogni h > n. e per ogni x € Ej

[fa(z) = fz)] <e.

Allora, per h > n.

iz € B |falx) - f(@)] > e}) < p({x € By : |fulx) = f(a)] > }) +
+u{r € E\Bs: |fule) - fla)] > }) <
< p(0) + p(E\ E) < 5. m

(2.19) Proposizione Siano 1 <p < oo e (f) una successione in LP(U, ). Se
h,IZanh — fll,=0

allora fr 5 f.

Dimostrazione. Siccome
[10n= tPdu= [ 1= gpdn > (),
U E.

fissato €, se h — 400 risulta che y(E.) - 0. =
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2.20) Esempio Sia 1 < p < co. Consideriamo la successione definita da fj, : R™ — R
( P p

tale che

FEvidentemente fr, — 0 q.0. ma
|[fulPdlh = B
R+
per cui fp non converge in LP(RT). Tuttavia

)< (o) -3

! ({:L‘ eR": fu(z) > z—:}) =L ({CE e Rt hx]o,

==

. L
per cui fr = 0.
Vediamo ora di completare la panoramica sulle proprieta degli spazi di Lebesgue.

(2.21) Teorema (Disuguaglianze di Clarkson) Sia p € [1,00[. Siano E C R"
misurabile ed f,g € LP(E). Valgono i sequenti fatti:

(a) sep>2,
P P
— 1
Hf;g ) + Hf29 p < 3 (||f||£ + ||g\|§> (Disuguaglianza di Clarkson I)

(b) sel <p<2,

P’ _ P’ 1 1 %

Hf;_g + Hng < <2||f||§ + 2||g||£) " (Disuguaglianza di Clarkson II)

P p

Dimostrazione.

(a) Mostriamo innanzitutto che per ogni z,y > 0
(2.22) 2P 4 P < (22 +y?)%.

Se y = 0, la disuguaglianza ¢ evidentemente vera. Supponiamo quindi y # 0 e studiamo

G (6

la veridicita di



2. ALCUNI COMPLEMENTI SUGLI SPAZI DI LEGESGUE 19

0, equivalentemente (introducendo z = ¥), di

P
2 .

P +1<(2241)

P
2

Posto ¢(z) = (2% + 1)
fatto che p > 2,

— 2P — 1, ¢ sufficiente mostrare che ¢(z) > 0 per z > 0. Grazie al

P(z) =p (22 + )T —271) >0,

La funzione ¢ ¢ dunque crescente e, dato che ¢(0) = 0, ne deduciamo che ¢(z) > 0 per

ogni z > 0.
Siano ora x = “T*b Y = “T_b , con a,b € R. Allora applicando (2.22), otteniamo
a+bl" |a—bl" a+b> |a—b"\" 1, 1,\2 1
< =z b2) < = (a? +b°
> 2 —( 2’ 2 (2a+2 <@+,

dove P'ultima maggiorazione ¢ giustificata dalla convessita dell’applicazione ¢ — t2 su
t >0, essendo p > 2.

Non resta che porre a = f(x) e b = g(x) e integrare ambo i membri per ottenere la
disuguaglianza cercata.

(b) Omettiamo la dimostrazione. m
(2.23) Teorema Siano p € [2,00[ ed E C R"™ misurabile. Allora LP(E) ¢ riflessivo.

Dimostrazione. Mostriamo che LP(F) & uniformemente convesso; fatto questo, la tesi
discende da (1.11). Siano ¢ > 0 e f,g € LP(E) tali che || f,, |lgll, < Lle ||f —gll, > e

Per la prima disuguaglianza di Clarkson,

f+glf 1 1 eP
154 < 5 o) - e - sl <1 - 5
p
Allora
Lo <(-5) (-3) (-5)
= 1——) =1-1 l1——) =1—-[|1—-(1—— .
|| 2 p< 2p + 2p 2
Ponendo 6 =1 —( — g—i); > (0 e osservando che non dipende da f, g, si conclude la

dimostrazione. m

Per completare il quadro e dimostrare che anche gli spazi L” con 1 < p < 2 sono

riflessivi, operiamo ora per dualita, come mostrato nel seguente Teorema.
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(2.24) Teorema Siano p € |1,2[ ed E C R"™ misurabile. Allora LP(E) é riflessivo.

Dimostrazione. Innanzitutto, se p € |1,2[ allora p’ € ]2, 00|, sicché LP (E) ¢ riflessivo.
Di conseguenza, anche (L’“(E))l ¢ riflessivo per (??). Consideriamo poi I’applicazione

lineare T': LP(E) — (Lp/(E)>/ tale che per ogni u € LP(E), per ogni f € L (E),

Tu.g) = [ Fau()ic o)
E
Risulta, dalla disuguaglianza di Holder, che

[{Tu, )] < Nullpl[ £l

da cui ||Tu||(Lp,(E))/ < |lu||,. D’altro canto, se ||ul|, = 0, allora anche ||Tu||( = 0;

L¥'(B))
se invece |lul|, > 0, allora prendendo

|u(z)[P~*u(x)

ullp™

fo(z) =
risulta |(T'u, fo)| = ||u||p, da cui segue che

ITull (o gy = sup {[(Tu, f)| = f €L (E), Ifly < 1} = [(Tu, fo)| = |lull,.

Se ne deduce che ||Tu||(Lp,(E))/ = ||u||,, ovvero T" ¢ un’isometria.

Dal fatto che T' ¢ un’isometria, si verifica facilmente che T'(LP(E)) < (Lp/(E))/ chiuso.
Allora, per (??), T'(LP(E)) ¢ riflessivo. m

(2.25) Osservazione Tramite la seconda disuguaglianza di Clarkson si puo ottenere

una dimostrazione alternativa del Teorema precedente.

Vediamo ora di andare a studiare la rappresentazione di forme lineari e continue di
L».

(2.26) Lemma (di caratterizzazione topologica della densita) Siano X uno spazio

di Banach su K eY < X. I sequenti fatti sono equivalenti:
(a) Y =X, cio¢ Y ¢ denso in X,

(b) per ogni p € X'
((¢,y) =0 per ogniy € Y) = p =0.
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Dimostrazione.
(a) = (b) Sia z € X. Per densita esiste (y;) in Y tale che y; — x. Per ogni ¢ € X', per

continuita,

(,z) = (p, li;m Yj) = 1i§n<<p, Yj) = li]m 0=0.

(b) = (a) Omettiamo la dimostrazione. m
(2.27) Teorema Siano p € ]1,00[ ed E C R™ misurabile. Allora (LP(E)) = LY (E).

Dimostrazione. Consideriamo I’applicazione lineare T : L¥ (E) — (LP(E))’ tale che per
ogni u € L¥ (E), per ogni f € LP(E)

(Tu, f) = /f 2)dL"(z).

Con passaggi analoghi a quelli eseguiti nel Teorema (2.24), possiamo verificare che T' &
un’isometria e che T(L” (E)) < (LP(E))" chiuso. Mostriamo che T & anche suriettiva.

Sia ¢ € (LP(E))" e supponiamo che per ogni f € L* (E) valga

(o, Tf)=0.

Per riflessivita di (LP(E))"” esiste g € LP(E) tale che ¢ = Jg e quindi, per definizione di

iniezione canonica,
(0. T1) = (9. TH) = (Tf.9) = [ f@hg(a)de(@) =0

per ogni f € LP (E). In particolare

/f 2)dL"(z) = 0

per ogni f € CX(F), da cui g = 0 q.o. Cio significa che anche ¢ = 0 e, per il Lemma
di caratterizzazione topologica della densita, T(LP (E)) ¢ denso in X. Dal fatto che

T (LY (E)) ¢ chiuso, si conclude la suriettivita, ovvero che
T(L(E)) = (L"(E)) .
da cui la tesi. =m

(2.28) Teorema Sia E C R™ misurabile. Allora (L'(E)) = L>*(E).
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Dimostrazione. Sia ¢ : L'(E) — R lineare e continua. Mostriamo che esiste un’unica

u € L>®(E) tale che
n= [ fauaca)

Sia (FEj) una successione di sottoinsiemi misurabili di E tali che

E:UEiu

h=1

L"(E}) < +0o e Ey = () e costruiamo una funzione ¢ € L*(FE) tale che per ogni h € N\ {0}

esiste e, > 0 per cui J|g, > ;. Per fare cio ¢ sufficiente porre
g, = o,

= o per ogni ¢ > 1,

i—1

dove, per ogni j € N\ {0},

Lo (E;\ ;1)) "2
< 5\ B

Q;

con (3 > 1 , di modo che

/EQ92(x)d£"(x):/ V?(z)dL"(x)

U;il E;

-3 /E i)

= @ L (E;j\ Ej)
j=1

= i L < +00
=%

Consideriamo ora 'applicazione

L*(E) —» R
fr— e, 0f)

ben definita in quanto ¥, f € L?(E). Per il Teorema di F. Riesz esiste v € L*(E) tale che
per ogni f € L*(E)

(2.29) (0, 9f) = /f )L (x).
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Sia u = §. Effettuando la scelta f = x39 in (2.29) con g € L¥(E) e xp, = Xg,, ©

osservando che la scelta e effettivamente ammissibile, risulta che per ogni h € N
(2.30) Ve I(E): (p9) = [ wlolalalu()dc’ (@),
Mostriamo che u € L*(E). Consideriamo C > ||¢||r1(g))

A={z € F : |u(x)| > C}

e, scegliendo g = xagy € L*>®(FE) in (2.30), osserviamo che

Ly = u(x x u(z) ™ w(x "
vary) = [ @@t ae @) = [ ju) s, @de @)

> CLY (AN Ey).

D’altra parte,

= |loll i)y £ (AN Ey),

u
<907XhXA|u|> <SO7XAﬁEh| |> = ||gp|| LY(E
cosi che
E

Dato che C' > ||¢l|(£1(g)y, deduciamo che L (A N Ej,) = 0. Dall’arbitrarieta di h, risulta
che £ (A) = 0. Quindi |u(z)| < C q.o. in E, ovvero u € L>(E).

Mostriamo infine che per ogni f € L'(FE)

(2.31) / f(x)u(z)dL" ().
Per fare cid consideriamo l'operatore T : L'(E) — L*®(FE) definito da

—h  se f(r) < —
Thf(x) =S f(z) se|f(x)] <h,
h se f(z) > h
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e comunemente detto troncatura h-esima di f. Sostituendo nella (2.30) otteniamo
(2.32) (0T} = [ @ Tf @u()dL (o).

E
A questo punto, per h — +o0, xp(x)Thf(xz) = f(x) qo. in E e

(@) T f ()] < |Tf(2)] < |f(2)] € LY(E),

cosi che per il Teorema della convergenza dominata x,T),f — f in L'(E). Possiamo
quindi passare al limite nella (2.32) e ottenere (2.31).
Supponiamo ora esista un’altra @ € L(F) tale che per ogni f € L'(F)

n= [ @it a)
Allora per ogni f € L'(E) vale
/f Yu(x)dL" (x /f x)dL"(x),

/E (ule) — () f(@)dL" () = O

In particolare, la condizione sopra scritta vale per ogni f € C°(E), cosi che u — 4 =0

ovvero

q.0 in F/, da cui 'unicita. =

(2.33) Corollario Siano E C R™ misurabile, ¢ : L'(E) — R lineare e continua e sia
u € L>®(E) la rappresentazione di ¢ nel senso del Teorema (2.28). Allora

el ey = lulloo-

Dimostrazione. Innanzitutto, per ogni f € L'(E)

(o, )] = / f(@yu(e)de () < [ulloll ]

da cui |||z )y < [|uf]oo-
Viceversa, dato C' > [|¢l|(L1(g)y, con passaggi analoghi a quelli del Teorema (2.28),
possiamo affermare che |ul| < C. Scelto quindi C' = ||¢[|(11(g)y + 3, con b € N\ {0},

passando al limite per h — 400 otteniamo ||u||o < [|¢]/(£1(k))y, da cui la tesi. m
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(2.34) Proposizione Sia E C R" misurabile. Allora L'(E) — (L*(E))'.

Dimostrazione. Sia f € L'(F). Consideriamo I'applicazione lineare ¢ : L¥(E) — R

/f 2)AL" ().

()] < IF 1 llglleo,

cosi che 1 & continua e di conseguenza ¢ € (L*(F))’. L’identificazione & quindi fornita

definita come

Si vede facilmente che

dall’applicazione f — . Tuttavia, essa non ¢ suriettiva.

Infatti, si consideri £ € E e si definisca I'applicazione T': (Cy(E), ||||oc) — R come

(T, f) = (&)

Essa € ben definita, lineare e tale che

(T, )l = £ < max|f] = [ floc,

quindi continua. Siccome Cy(E) < L*(F), per il Teorema di Hahn — Banach (forma

analitica) esiste T : L*°(F) — R lineare e continua tale che
{Z|Cb(E) =T

Evidentemente T € (L>(E))’. Se, per assurdo, esistesse § € L'(E) tale che T = 9(g),

allora si avrebbe
(T, 1) = / f(2)j(2)dL" (z)

per ogni f € L¥(E). Se f € CX(E\ {£}), allora f € Cy(E) e f(§) = 0; ne segue che

/f )dLx) = (T, f) = f(€) =0,

da cui g(x) = 0 per q.o. z € E\ {¢}, ovvero g(x) =0 per q.o. z € E. Allora T =0, ma

Tleymy =T # 0, da cui I'assurdo. Pertanto I'inclusione ¢ stretta, ovvero

Y(LHE)) C (L2(E)) . -
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3 Convergenza debole in spazi di Banach

(3.1) Definizione Siano X uno spazio di Banach su K e (z3) una successione in X.
Diciamo che x;, converge debolmente a x € X, e lo indichiamo con x;, — x, se per ogni
peX

lim (¢, z3) = (¢, )

(3.2) Proposizione Siano X uno spazio di Banach su K e (x),) una successione in X
ed x € X tale che x;, — x in X. Allora

||| < limhinf||xh||.

Dimostrazione. Innanzitutto,

[zl = sup { {p, )| : p € X, [0 <1}

Inoltre,

{0y zn)] < [l

e passando al lim inf, sfruttando la continuita
(s )| = lim inf|(p, zp,)| < lim, inff||][|2s|]
e passando al sup per ||¢|| < 1 otteniamo la tesi. =

(3.3) Proposizione Siano X uno spazio di Banach su K e (xp,) una successione in X.

Se esiste x € X tale che x;, — x in X, allora x é unico.
Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(3.4) Proposizione Siano X uno spazio di Banach su K e (z5,) una successione in X.

Se esiste x € X tale che x;, — x in X, allora x,, — x in X.
Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(3.5) Proposizione Siano X uno spazio di Banach su K e (xp,) una successione in X

limitata. Se xj, converge debolmente a qualche x € X, allora (xy,) € limitata.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. =
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Il seguente ¢ un analogo del Teorema di Bolzano—Weierstrass.

(3.6) Teorema (di Eberlein—Smulian) Sia X uno spazio di Banach su K. X é
riflessivo se e solo se ogni successione (xy,) in X limitata ammette una sottosuccessione

debolmente convergente.
Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(3.7) Definizione Siano X uno spazio di Banach su K e (pp) una successione in X'.

Diciamo che o, converge debolmente*, e lo indichiamo con @p — ¢ se per ogni x € X

(n, x) = (p,z)

(3.8) Proposizione Siano X uno spazio normato separabile su K e (pp) una successione

in X' limitata. Allora esistono p € X' ed una sottosuccessione (¢, ) tali che @, — .

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. =

Veniamo al notevole caso degli spazi di Lebesgue.

(3.9) Osservazione Se X = LP(U), con 1 < p < oco. Dal fatto che (LP(U)) = LY (U),
per ogni ¢ € (LP(U))', esiste g € L (U) tale che

(orf) = /U fodcr.

Allora f, — f se e solo se per ogni g € L (U)

lim/fhgdﬁnz/fgdﬁn.
h Ju U

(3.10) Proposizione Sia p € ]1,00][. Sia (fn) una successione in LP(U) tale che fr, — f
qo. inU e fr, = g in LP(U). Allora g = f q.0. in U.

Dimostrazione. Innanzitutto, siccome f, — g, risulta che (f;,) € limitata e per ogni

ue CX(U)
/fhudﬁnﬁ/gudﬁn.
U U

8Praticamente & una convergenza puntuale.
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Ora, siccome di fatto integriamo solo sul supporto di u, per la Proposizione (2.11), per
ogni ¢ < p, fru — fuin LY(U). Siccome la convergenza forte implica quella debole,

fru — fuin LY(U), e quindi, a meno di rinominazioni, per ogni u € C*(U)

/fhudﬁnﬁ/fud/j".
U U

A questo punto, per 'unicita del limite, deve essere per ogni u € C2°(U)

/ gudL" = / fudl"
U U

[ ta= puacr =0

ossia

e quindi, per il Lemma di Du Bois-Reymond, g = f q.0. in U. =

(3.11) Osservazione Consideriamo una successione (uy) in LP(U) limitata.

e sel < p<oo, LP(U) ériflessivo quindi per il Teorema di Eberlein—Smulian esistono

u € LP(U) e una sottosuccessione uy, tali che per ogni ¢ € L¥' (U)

/uhkgpdﬁnﬁ/ugpdﬁn
U U

e sep = oo, siccome L>®(U) = (LY(U))', consideriamo T : L=(U) — (L*(U))’ tale
che
(Tup, ) = / uppdL".
U

Essendo L'(U) separabile, dalla Proposizione (3.8) esistono G € (L'(U)) ed Tuy,
tali che per ogni o € L*(U)

<Tuhk7 90> — <G7 90>

ma deve essere G = Tu per qualche u € L>(U) e quindi per ogni p € L*(U)

/uhkgodﬁnﬁ/ugodﬁn
U U

e sep=1, esiste T: L'(U) — (C(U))/ tale che per ogni g € C(U),

<Tuh7g> :/uhgdﬁn
U
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Essendo C(U) separabile, per la Proposizione (3.8), esiste G € (C(U))/ ed una

sottosuccessione (uy, ) tali che per ogni g € C(U)

[ wngder = (G.g).
U

A questo punto, esiste una ed una sola misura di Radon v° tale che

(G,g) = /Ugdv

/uhkgdﬁné/gdy.
U U

(3.12) Proposizione Sia E C R™ misurabile. Allora L'(E) non é riflessivo.

e quindi per ogni g € C(U)

Dimostrazione. Consideriamo innanzitutto (U;) una successione decrescente di aperti di
E tale che £™(U;) — 0 e per ogni j € N

XU;

uj = ——2—.
T Ixu e

Chiaramente, |u;|z1p) = 1, quindi (u;) ¢ limitata in L'(E). Se, per assurdo, L*(E)

fosse riflessivo, allora, per il Teorema di Eberlein-Smulian, esisterebbero (u;,) in L'(E)
ed u € L'(E) tali che u;, — u in L*(E). In altre parole, per ogni ¢ € L=(E)

/ujklbdﬁnﬁ/uwdﬁn.
E E

Per ogni h € N si ha yy, € L>*(F), quindi

/uijUth”%/uthdE”,
E E

ma Xu, Xu, = Xuj,nu,, Percio, essendo anche (Uj,) decrescente, per ogni h € N esiste

k € N tale che per ogni k > k si abbia XU, XU, = XU, - Allora

/ UijUhd,Cn — 1
E

90mettiamo la dimostriazione di questo fatto.
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e, per unicita del limite,

/ uxy,dL" = 1.
E

h}IZIIHXUhHLl(E) = ll}gnﬁn(Uh) = 0,

Ora, pero,

quindi xy, — 0 in L'(E). A meno di sottosuccessioni, per le proprieta degli spazi
di Lebesgue, xy, — 0 q.o. in L'(F). In particolare, uxy, — 0 q.o. in L'(E) e

uxy, < u € L'(FE) per cui, applicando il Teorema della convergenza dominata,

lim/ uxy,dL" =0,
h JE

da cui 'assurdo. =

Riepilogo proprieta degli Spazi di Lebesgue

Sia E un sottoinsieme misurabile di R™. Possiamo cosi riepilogare le proprieta di
(LP(E), [lp)-

p=1 1<p<oo p=o0

Spazio di Banach v v v4
Spazio di Banach separabile v v
Spazio di Banach riflessivo v

4 Approssimazione polinomiale di funzioni continue

Il seguente risultato e stato dimostrato da Karl Weierstrass nel 1855.

(4.1) Teorema (di approssimazione di Weierstrass) Siano a,b € R, con a < b, ed
f :a,b] = R un’applicazione continua. Allora esiste una successione di polinomi (py)

tale che py, — [ uniformemente su [a,b].

Dimostrazione. Innanzitutto, a meno di una traslazione ed un riscalamento possiamo
supporre [a,b] = [0,1]. Inoltre, senza perdita di generalitd possiamo supporre che
f(0) = f(1) = 0.9 Possiamo inoltre, a meno di un prolungamento continuo, pensare che

f =0 fuori da [0, 1]. In particolare, f & uniformemente continua.

10Consideriamo ’applicazione
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Consideriamo il polinomio @,, tale che

Qu(@) = en(l — )",

1
/ QndL' = 1.
—1

In particolare, siccome (1 — 2?)" > 1 — nz? su [0, 1],

dove ¢,, € R tale che

s

1 1 a
/ (1 —2*)"dr = 2/ (1 —2?)"dx > 2/f(1 — 23)"dx > 2/ (1 —nz*)dr =
-1 0 0 0
4 1
= — > —,
3v/n "~ \/n

quindi ¢, < y/n. Inoltre, dato § € |0, 1[, su [—1, —d] U [4, 1]
Qn(z) < v/n(1—64)",

quindi @, — 0 uniformemente su [—1, —6] U [0, 1].

Consideriamo 'applicazione p,, : [0,1] — R tale che

pn(r) = /_1f(x+t)Qn(t)dt.

Innanzitutto, siccome f & nulla fuori da [0, 1],

1—x

pu(@) = [ fle+ 0Qu(t)dt = / FOQu(t — 2,

—x

31

ossia p, € un polinomio in . Sia M = max f. Per ogni ¢ > 0, sia § > 0 tale che per

ogni z,y € [0,1] con |z —y| < d, si abbia |f(x) — f(y)| < 5. Senza perdita di generalita
possiamo supporre 6 < 1. A questo punto, per ogni = € [0,1], se t € |—0d,I[ si ha

Chiaramente, f realizza lipotesi richiesta. Se dimostriamo che la tesi vale per f, essendo quest’ultima f
privata di un polinomio, allora sara vera anche per f. Non é restrittivo considerare quindi fin da subito

f con l'ipotesi menzionata.
HSia u: [0,1] — R tale che
u(z) = (1 — 23" — 1 + na’.

Sicuramente u & continua su [0, 1] e derivabile su |0, 1[. Inoltre u(0) =0 e
v (x) = —2nz(1 — 22)" 71 4 2nz = 2nz(1 — (1 — 22" 1) >0,

quindi u(z) > 0.
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|z +t—x| =t <, allora

1 —0
pn(x) = f2)] < _1|f(a:—|—t)—f(x)|Qn(t)dt:/_1 [f(z 4+ 1) — f(2)|Qn(t)di+

d 1
+ [ U = 1@IQuidr + [ 17w +1) = F@IQut)dt <
-5 s

-5 P 1
< oM / O.dL! + % / O,dL" +2M / O, dL! <
—1 -5 é

-5 1 1
<oM ( / OndL! + / Qnd.cl> + g / O, dL" =
-1 ) -1

-4 1 c
= oM (/ QdL! +/ Qnd£1> +3
-1 1

e, per il fatto che @,, — 0 uniformemente su [—1, —d] U [d, 1], esiste N > 0 tale che per
ogni n > N si abbia Q, < 57 su [~1,—-6] U [4, 1], da cui

pn(2) = f(z)] <e,

quindi p,, — f uniformemente su [0, 1], da cui la tesi. =

(4.2) Esempio Consideriamo f :[0,1] — R continua tale che per ognin € N

/1 f(z)z"dx = 0.
0

Mostriamo che f = 0.

Innanzitutto, per linearita, per ogni polinomio p

1
/ fpdl! = 0.
0

Ora, per il Teorema di approssimazione di Weierstrass, esiste (py) tale che p, — f

uniformemente su [0, 1], quindi

1 1
/ f2dLt = lim / fprdLt =1im 0 = 0,
0 hJo h
da cui, essendo [ continua, f = 0.

Miriamo ora a presentare la generalizzazione del risultato di Weierstrass proposta da

Mashall Stone nel 1937: a malincuore dobbiamo parlare di algebre.
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(4.3) Definizione Consideriamo (X, || ||) uno spazio normato suR ed E C X. Diciamo
che A C Cy(E;R™) é un’algebra (su R) se valgono i sequenti fatti:

(a) se f,g€ A, allora f+ g € A,
(b) se f,g € A, allora fg € A,

(c) sekeRefeA, allora kf € A.

(4.4) Lemma Consideriamo (X, || ||) uno spazio normato su R ed E C X. Se A C
Cy(E;R™) ¢ un’algebra, allora A é un’algebra.

Dimostrazione. Siano f,g € A e k € R. Esistono (f3),(gn) in A C Cy(E;R") tali
che f, — f, gn — g uniformemente su E. Essendo Cy(E;R") chiuso in B(E;R"), ne
deduciamo che f,g € Cy(E;R™). A questo punto, chiaramente f,+g, — f+gekf, — kf
uniformemente su E, quindi f + g, kf € A. Inoltre, essendo tutte le applicazioni limitate,

anche f,g, — fg¢ uniformemente su £, da cui fg € A. =

(4.5) Definizione Consideriamo (X, || ||) uno spazio normato suR ed E C X. Diciamo

che un’algebra A C Cy(E;R™) separa i punti se per ogni x,y € E esiste f € A tale che
f(x) # fy).

(4.6) Definizione Consideriamo (X, || ||) uno spazio normato suR ed E C X. Diciamo

che un’algebra A C Cy(E;R"™) non si annulla su E se per ogni x € E esiste f € A tale

che f(z) # 0.

(4.7) Lemma Consideriamo (X,|| ||) uno spazio normato su R ed E C X. Se A C
Cy(E;R) € un’algebra che separa i punti e non si annulla su E, allora per ogni z,y € E

e per ogni c1,cy € R esiste f € A tale che f(x) =c1 e f(y) = ca.

Dimostrazione. Dal fatto che A separa i punti, esiste g € A tale che g(z) # g(y). Inoltre,
dal fatto che A non si annulla su E, esistono h, k € A tale che h(z), k(y) # 0. Posto

u= gk — g(x)k, v =gh—g(y)h,

basta considerare

(4.8) Teorema (di Stone—Weierstrass) Consideriamo K C R" compatto. Se A C
C(K;R™) ¢ un’algebra che separa i punti e non si annulla su K, allora A = C(K;R™).
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Dimostrazione. Innanzitutto, a meno di ragionare per componenti, ¢ sufficiente conside-
rare il caso A C C(K;R). Sicuramente, A C C(K;R™).

Mostriamo, prima di tutto, che se f € A, allora |f| € A. In primo luogo, per il
Teorema di Weierstrass, f € limitata, ossia esiste a € R tale che per ogni x € K si abbia
|f(x)| < a. Per il Teorema di approssimazione di Weierstrass, esiste (p,) convergente
uniformemente a |z| su [—a,al: in altre parole, per ogni € > 0 esistono ¢y,...,¢,. € R

tali che per ogni x € [—a, a]

<2

Ne '
Z cixt — |z
i=1

Siccome g. = Y5 cift € Aelg- — |f|] < e su K, ne deduciamo che |f| € A. In

particolare, date f, g € A,

max {f,g} = 5(f+g+If—g) €A min{fgd=1(/+g-|f—gheA

e, per induzione, lo stesso vale per il massimo ed il minimo tra un numero finito di
elementi di A.

Fissiamo f € C(K;R) ed € > 0. Mostriamo che per ogni z € K esiste g, € A tale
che g,(x) = f(x) e per ogni t € K si abbia g,(t) > f(t) — 5. Per il Lemma (4.7), per
ogni y € K esiste h, € A C A tale che hy(z) = f(z) e h,(y) = f(y). Siccome h, — f &
continua, per il Teorema di di permanenza del segno, esiste U, intorno aperto di y tale
che hy > f — 5 su U,. Siccome

Kc U,

yeK

per compattezza, esistono vy, ..., y,, tali che

KclUu,.

J

s

7=1

Consideriamo g, = max{hy,,...,h,, } € A. Allora,

9o () = max {hy, (z),.. . hy, ()} = f(2)

e per ogni t € K esiste ¢ = 1,...,m tale che t € U,,, quindi

9:(0) 2 hy (1) = (1) = 5,

quindi g, soddisfa i requisti richiesti.

12Giccome 1'applicazione valore assoluto si annulla in zero, la successione di polinomi approssimanti
puo essere presa senza termini noti.
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A questo punto, sempre per il Teorema di permanenza del segno, per ogni x € K

esiste un intorno aperto V, di x tale che g, < f + 5 su V,.. Siccome

Kc |V,

zeK

per compattezza, esistono x1,...,xy tali che

N
Kc UV,

j=1
Preso h = min{g,,, ... gzy} € A, si ottiene che |h — f| < 5 < ¢, da cui la tesi. m

(4.9) Osservazione A ben vedere, non serve conoscere il Teorema di approssimazione
di Weierstrass per dimostrare il risultato generale. Nella dimostrazione utilizziamo
solo il fatto che l’approssimazione polinomiale valga per 'applicazione valore assoluto:
in particolare, é sufficiente sapere che, per ogni a > 0, la successione (p,) definita

ricorstvamente da
L, 5 2
po =0, pn+1(ﬂc) = pn(x) + 5@ - pn(x) )7

converge uniformemente a |x| su [—a,al.

(4.10) Osservazione Consideriamo E C R"™ compatto. L’algebra delle applicazioni
a componenti polinomiali separa i punti® e non si annulla su E'*, quindi per ogni
f € C(E;R"™) esiste una successione (pp) di applicazioni a componenti polinomiali tale

che pp, — [ uniformemente su E.

5 Spazi di Lebesgue che coinvolgono il tempo

Prima di tutto necessitiamo di generalizzare la teoria dell’integrazione di Lebesgue.

(5.1) Definizione Consideriamo (X, || ||) uno spazio di Banach suR e T' > 0. Diciamo
che un’applicazione s : [0,T] — X é semplice se
s(t) = > xm (Hui,

=1

dove Ey, ..., Ey, C[0,T] misurabili € uy, ..., uy, € X.

13Basta considerare I’applicazione identica, che ha componenti polinomiali.
14Basta considerare un’applicazione costante con almeno una componente non nulla.
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(5.2) Definizione Consideriamo (X, || ||) uno spazio di Banach suR e T > 0. Diciamo
che un’applicazione f : [0,T] — X ¢é fortemente misurabile se esiste una successione (sy)

di funzioni semplici tali che s, — f q.o. in [0,T].

(5.3) Definizione Consideriamo (X,|| ||) uno spazio di Banach su R e T > 0. Se

s:10,T] — X é un’applicazione semplice, definiamo
T m
/ Sd£1 = Zﬁl(El)ul
0 i=1

(5.4) Definizione Consideriamo (X, || ||) uno spazio di Banach suR e T' > 0. Diciamo
che un’applicazione f : [0,T] — X fortemente misurabile é sommabile se esiste una

successione (sy) di funzioni semplici tali che
T
i [ ln(t) = FOdL! 1) =0
0

(5.5) Definizione Consideriamo (X, || ||) uno spazio normato su R e T > 0. Se

f:00,7) = X é un’applicazione sommabile, definiamo

T T
/ FdLt = lim / sndC!
0 hJo

(5.6) Definizione Consideriamo (X,|| ||) uno spazio di Banach su R, p € [1,00] e
T > 0. Chiamiamo LP(0,T; X) l'insieme delle (classi di equivalenza) di applicazioni
fortemente misurabili u : [0,T] — X tali che, se p € [1,00],

T
/ lu(t)||PdLt < oo
0

oppure, nel caso p = o0,

ess sup [|u(t)|| < +oo.
te€[0,7

(5.7) Definizione Consideriamo (X,|| ||) wno spazio di Banach su R, p € [1,00] e
T > 0. Datauw € LP(0,T; X), poniamo

1
T 5
( / ||u<t>|rpd£1) 1 <p< oo
|l Lo (o,7;x) = 0

ess sup ||u(t)]| p = 0.
te[0,7



Capitolo 1

Spazi di Sobolev

1 Prime proprieta degli spazi di Sobolev

(1.1) Definizione Chiamiamo W' (U) Uinsieme delle u € L

(U) per cui esistono

vy, ..., € L (U) tali che per ogni j =1,...,n, per ogni ¢ € C*(U) risulta

/ungpd,C” = —/ vjedL".
U U

(1.2) Osservazione Se u € CY(U), allora per ogni j = 1,...,n Dju € C(U) e per la

Formula di Gauss—Green

/ungpdE” = —/ Djupdl".
U U

1
loc

(1.3) Proposizione Sia u € L
ogni j =1,...,n, per ogni p € C°(U) risulta

/ungodL'” = —/ vjpdL".
U U

Allora per ogni j =1,...,n, v; & unica in L}, (U).

(U) tale che esistono vy,...,v, € L

L.(U) tali che per

loc

Dimostrazione. Fissato j, supponiamo esistano v;, 9; soddisfacenti le ipotesi. Allora per

ogni ¢ € CX(U)

/Ujgodﬁnz/@jgod/j”
U U

/(Uj — 0;)@dL" =0
U

da cui

37
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e quindi v; = 0; q.0. da cui 'unicita. =

(1.4) Definizione Chiamiamo le vy, ..., v, sopra introdotte derivate deboli o derivate

distribuzionali, o derivate variazionali.

In particolare, per 1'Osservazione (1.2) denotiamo le derivate deboli con lo stesso

simbolo delle derivate ordinarie.
(1.5) Esempio Sia U =]0,2] e

r sel<ax<1,
u(r) =
1 sel<ax<?2

Mostriamo che u € W,51(0,2). Consideriamo Uapplicazione

1 se0<z<1,
v(x) =

0 sel<ax<?.

Per ogni ¢ € C(0,2), osservando che p(2) =0,

/02 up'dL = /01 x' (x)dw + /12 ¢ (2)dr = — /01 o(z)dz = — /j”(@@@)d%

allora v ¢ la derivata debole di w.

(1.6) Esempio Sia U =]0,2] e

r sel<x<,
u(r) =
2 sel<z<?2.

Supponiamo, per assurdo, che esista v € L}, ,(0,2) tale che per ogni o € C(0,2)

2 2
/ up'dLt = —/ vodL'.
0 0

2 1
/ up'dL = —/ wdL — o(1).
0 0

Innanzitutto,
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Si puo costruire' (o) € C(0,2) tale che 0 < ¢, <1, pp(1) =1 e pp(x) = 0 se x # 1.
Allora,

2 1
/ vppd L —/ endL" + (1)
0

0

e dal Teorema della convergenza dominata otteniamo 0 = 1, assurdo.

(1.7) Notazione Sia p € [1,00]. Indichiamo con W'?(U) Pinsieme delle v € W,2H(U)
tali che u € LP(U) e per ogni j = 1,...,n si ha D;u € L*(U).

(1.8) Esempio Consideriamo U = B(0,1) in R", « >0, p € ]1,n[ e

1
]

u(z)

Mostriamo che u € W'P(U) se e solo se a < =L,

Innanzitutto, per x # 0, u e regolare e

Z;

Dju(z) = —QW7

per cui candidiamo come derivata debole proprio Dju opportunamente estesa.
Sia ora € > 0. Senza perdita di generalita, possiamo supporre ¢ < 1. Consideriamo

Uinsieme U, = U \ B(0,¢). Se ¢ € C*(U),

/ uDjpdL" = — Dupd ™ —|—/ wpr? dH™ !
e Ue 0B(0,¢)

Osserviamo che .
1
/\u|pd£” = K/ —p" tdp < 400
U o PP

1
1
P n o __ n—1
/U|Du| ac _K/o ra“)pp dp < +oo

se e solo se a < %. Inoltre, per a <n — 1,

/ wprd dH T < 50‘/ lpldH" ! <
0B(0,¢) 0B(0,¢)

< |lellooe ™ *H 1(0B(0,¢)) < Ce™ 1™ — 0.

Data n € C2°(0,2), basta considerare

pn(z) = nlx)e 1M
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A questo punto, per il Teorema della convergenza dominata combinato con il fatto che

Xv. — Xu q.0. iU,
/ uDjpdL" — / uDjpdL"
U. U

/ Djupdl"
U

che permettono di concludere che u € WYP(U) se e solo se a < %.

(1.9) Definizione Siano k € N\ {0} el < p < oco. Chiamiamo spazio di Sobolev
Uinsieme WhP(U) delle u € L}, ,(U) tali che per ogni multi indice o € N, esiste v, €
LP(U), detta a-esima derivata debole, tale che per ogni ¢ € C°(U)

/uDagpdE":(—1)|a|/vagod£”.
U U

(1.10) Notazione Indichiamo con H'(U) = W12(U).

(1.11) Proposizione Siano k € N\ {0}, 1 < p < oo ed u,v € W*P(U). Valgono i

sequenti fatti:

(a) se a, B € N" tali che |a| + |B] < k, allora DYu € Wk*\al,p(U) e

DP(D%u) = D*(D%u) = D"y,

(b) per ogni A\, ju € R, Mu+ pv € WFP(U) e se a € N" tale che |a| <k,
D*(Au + pv) = AD% + pD%v.
In particolare, WkP(U) & uno spazio vettoriale su R;

(c) se V & un sottoinsieme aperto di U, allora u € WFP(V);

(d) sen € C=®(U), allora nu € W*P(U) e se a € N tale che |a| <k,

D*(nqu) = > (g) DPnD* Py, (Formula di Leibniz)
B<a

In particolare, se |a| =1,

D*(nu) = uD*n + nD%u.
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Dimostrazione.

(a) Innanzitutto, per definizione, per ogni n € C°(U)
/ uD*ndL" = (—1)'“'/ D%undL".
U U
Se o € C>*(U), allora D¢ € C*°(U) e quindi
/DauD’BgodE" = (—1)l / uD*PdL" =
U U
= (_1)Ia|(_1)lal+6l/ D Pupdl = (_1)B|/ DBypd L
U U

da cui D?(D%u) = D**Py. Scambiando « e 3 si giunge alla conclusione.
(b) Discende dalla linearita dell’integrale.
(c¢) Evidente.

(d) Vediamo il caso |a| = 1, il caso generale puod essere ricavato per induzione.

o € C2(U), allora

/ nuD®pdL" = / (uD*(np) — u(Dn)p) dL™ = — / (nD%u +uDn) pdL". =
U U U

(1.12) Definizione Siano k € N\ {0}, 1 <p < oo ed u € WkP(U). Poniamo

S =

( > ||D“U|IZP(U>) L<p<oo,
HuHkaP(U) =

|| <k

Z HDQUHLOO(U) p = Q.

|| <k

In particolare, se k =1,

(”uHiP(U) + Z”Dj“”ip(z])) 1 <p<oo,
[ullwro@) = J=1

lull e @y + DI Djulliew) — p = oo
j=1

2Alle volte useremo invece la norma equivalente

1
||U,||W1 p(U) = (HuHI[),p(U) + HDuHiP(U)> 1 < p < 00,
||u||L°°(U) + ||Du||L°°(U) p = 00,

dove con || Dul|, si intende, per ogni p € [1, 0], la norma della funzione scalare |Dul.

41

Sia
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(1.13) Teorema Siano k € N\ {0} e 1 <p < oo. Valgono i sequenti fatti:

(a) (WEP(U), || lwre@y) é uno spazio normato su R;

(b) WrPU), || lwrew)) € uno spazio di Banach su R.

Dimostrazione. Limitiamo la dimostrazione al caso k = 1. 1l caso generale si ottiene
aggiustando gli indici.
(a) Vediamo innanzitutto il caso 1 < p < oo. Evidentemente |jull;, > 0 per ogni

ue WHP(U) e |lullwir@) = 0 se e solo se u = 0 e per ogni A € R, per ogni u € W"?(U),

H/\UHWM’(U) = ‘)"”uHWl’p(U)'

Mostriamo che vale anche la disuguaglianza triangolare. Siano u,v € W'?(U), allora per

la disuguaglianza di Minkowski nel caso discreto,

lu+vllwie@) = (ZHD u+ D;j U||Lp(U) <

7=0

1
n n P
V4
< (Z (I1Djull oy + | Dyull o)) ) < (ZHDjunip(U)) +
J=0 3=0

(Z”D UHm(U) = llullwra@) + l[ollwrr@).

Il caso p = oo puo essere trattato in modo simile.
(b) Vediamo innanzitutto il caso 1 < p < oo. Sia (u;) una successione di Cauchy in
WP(U), allora per ogni € > 0, esiste h € N tale che per ogni h,k > h

Huh — ukle,p(U) < €.
In particolare, per definizione della norma di Sobolev, fissato 7,

un — urllLr) < €

| Djun — Djug|| 1oy < €,

da cui (up,), (D;up) sono di Cauchy in LP(U). Essendo LP(U) completo, esistono u, w; € L?
tali che up, = v in LP(U) e Djup — wj in LP(U).
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Mostriamo che le w; sono le derivate deboli di u. Siccome uj, € WHP(U), per ogni

p e (),
/ upDjpdL" = —/ DjuppdL".
U U

Ora, esistono (up, ) in LP(U) e g € LP(U) tali che up, () — w(x) q.o. in U e |up, (2)] < g(z)

q.o. in U e quindi per il Teorema della convergenza dominata

/ungodE”: —/ w;updL".
U U

da cui D;ju = w; per I'unicita della derivata debole.

Il caso p = oo si tratta in modo simile. =

Dal Teorema precedente risulta in particolare che (H*(U),|| |l1.2) € uno spazio di
Hilbert. Per gli spazi di Sobolev W#?(U) valgono le stesse proprieta di riflessivita e
separabilita delle loro controparti LP(U).

(1.14) Definizione Siano k € N\ {0} e 1 < p < oo. Chiamiamo Wy*(U) la chiusura
rispetto alla norma di Sobolev di C°(U). Pin esplicitamente, u € WiP(U) se e solo se
esiste (up,) in C(U) tale che uy, — u in WyP(U). In particolare HL(U) = Wy 2(U).

Possiamo intuitivamente interpretare W(f P(U) come lo spazio delle applicazioni tali
che D*u = 0 su OU per ogni |a| < k — 1 anche se allo stato attuale non ha senso quanto
scritto siccome il bordo ha misura nulla. Questa idea intuitiva verra resa rigorosa nel
seguito.

Concludiamo la sezione con un esempio che contiene una morale profonda: anche se
una funzione appartenente ad uno spazio di Sobolev possiede certe proprieta di regolarita,
potrebbe comunque comportarsi piuttosto male in altri modi. A voi poi il compito di

portare I'analogia fuori dall’ambito dell’Analisi Matematica.

(1.15) Esempio Sia U = B(0,1) C R". Consideriamo (q) un sottoinsieme numerabile
denso di U, ossia (qn) in Q" NU. Prendiamo p € |1,n], a € }O, %[ e

+00 27h
ulz) =) ——.
hmo T = anl®

Consideriamo (u;) tale che
J 2—h
u;(z) = ok
h=0 Gn|
Chiaramente

|u(@)[" = [u(@)[" q.0.,
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0 < fuj—1|” < [u;[” per ogni j € N,
quindi dal Teorema di Beppo—Levi
Jully = [ urac? =t [ jupacr.
U J Ju

Ora, per la disuguaglianza di Minkowsk:,

2—h

V(s ([ tmeea) )

A questo punto pero, con un cambio di variabile y = x — qn, otteniamo, ricordando che la

J
/ s PAL = 5[ e < (Z

h=0

|z

misura di Lebesque é invariante per traslazione,

1 1
/ — apdﬁn( ) = / ﬂdﬁn(l’) +/ ﬁdﬁn(l‘) =
|z qh| Blan1-las)) [T = @] -l ) 17— anl

1
Lo 0 <2 [ i
B(0,1—|qn|) |y\ \BO1—|gn)) Y|P |y|oP

percio, essendo y una variabile muta, sfruttando la continuita della funzione t — tP e per

quanto visto nell’Esempio (1.8),

p
Huugpw)gz/ S 2| < oo
v |z|oP 7 h=0

da cuiuw € LP(U). In modo simile si mostra che u € WP (U).

Tuttavia, preso un qualsiasi compatto K in U, esiste per densita un certo q;, € K.
Presa una successione (x;) in U \ Q", per non incappare in altri qy, tale che x; — gy,
risulta che

lim u(;) = +os,

che ci permette di affermare che non esiste alcun compatto K in U tale che u € L™ (K),

ossia u e illimitata su ogni compatto di U.
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2 Rappresentazione di forme lineari e continue

(2.1) Lemma Siano m € N\ {0}, p € [1,00[ e T : (L*(U))"™ — R un’applicazione lineare
e continua. Allora esiste g € (Lp/(U))m tale che per ogni f € (LP(U))™ si abbia

(T, f) = /U rogic’ =3 [ paac
=1

Dimostrazione. Si tratta di una variante del caso m = 1 gia noto. =

Il seguente risultato fornisce una rappresentazione degli elementi di (W'?(U))’.

(2.2) Teorema Siano p € [1,00[ e T € (W'P(U)). Allora esistono fo, ..., fn € L' (U)
tali che per ogni u € WHP(U)

U

j=1JU

In particolare,

IT]| = max {|[ follps - - [1full } -

Dimostrazione. Innanzitutto indichiamo con X = (LP(U))"*' e lo muniamo della norma

n+1 %
lollx = | Dollvlin |
Jj=1

Consideriamo l'operatore lineare IT : W'P(U) — X tale che
Hu = (u, Dyu, ..., Dyu).

Chiaramente IT ¢ un’isometria. Sia Y = II(W'*(U)) < X. Definiamo lapplicazione
lineare A : Y — R tale che

<)‘ay> = <T7 yl) :

Siccome
(A = KTyl < Tyl = 21Tyl

allora A & continua. Per il Teorema di Hahn-Banach esiste quindi un’applicazione lineare
e continua A : X — R tale che Aly = A. Per il Lemma (2.1), esistono go, ..., g, € L* (U)

3Qua si usa il fatto che II & un’isometria.
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tali che .
(Az)y =" [ gjz;dl"
i=0JU

Se quindi v € WhP(U),

(T,u) = (A, (u, Dyu, ..., Dyu)) = (A, (u, Dyu, ..., Dyu)) = / ugodL"+> " | Djug;dL".
U j=1JU

Omettiamo il calcolo sulla norma di T". =

(2.3) Osservazione Mentre, per il Lemma di Du Bois-Reymond, la rappresentazione

degli elementi del duale di LP(U) ¢é unica, cio non accade per il duale di WhP(U).

(2.4) Osservazione Se 1 < p < oo, consideriamo una successione (uy) in WHP(U)
limitata. Essendo WYP(U) riflessivo, per il Teorema di Eberlein-Smulian, esistono
u € WYP(U) ed una sottosuccessione uy, tali che per ogni ¢ € LY (U) e per ogni

7=1,...n

/uhkgodﬁn—>/ugod£"
U U

/Djuhk¢d£”—>/Djug0d[,”.
U U

(2.5) Notazione Sia p € [1,00[. Indichiamo con W~'#(U) il duale topologico di
Wy P(U). In altre parole, W=7 (U) = (W, *(U))". In particolare, H=*(U) = (H}(U))".

3 Approssimazione con funzioni lisce

(3.1) Teorema (sui punti di Lebesgue) Sia f € L, .(R"). Valgono i sequenti fatti:

(a) per q.o. x € R",

lim fdL" = f(x);
r—0 B(z,r) ( )
(b) per q.o. x € R",
lim |f(y) = f(z)[dL"(y) = 0.
B(z,r)

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. =
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(3.2) Definizione [ punti x tali che soddisfano il Teorema sui punti di Lebesque sono

detti: punti di Lebesgue di f.

(3.3) Notazione Dato ¢ > 0, indichiamo con U,, I'insieme

U.={zeU:dist(z,0U) > ¢ }.

(3.4) Definizione Chiamiamo mollificatore standard, ['applicazione o € C*(R") tale
che

1
CeleP-1  se |z]? < 1,
o(r) =

0 altrimenti,

/Qdﬁ" =1

Per ogni € > 0, chiamiamo poi e-mollificatore ['applicazione o. € C(B(0,¢)) tale che

0e(7) = L, (x) !

en 9

dove C' > 0 tale che

(3.5) Definizione Siau € L},.(U) ede > 0. Chiamiamo e-mollificata di u, [’applicazione
definita su U, da

u® = ox*u,

ossia tale che per ogni x € U,

uE(z) = / 0:(z — y)u(y)dL"(y) = / | e =)

(3.6) Proposizione Sia u € L},.(U) ed ¢ > 0. Valgono i sequenti fatti:

(a) u* € C®(U.) e per ogni j =1,...,n si ha
Dy (a) = [ ) (Ds,pa = L")

(b) u®(x) — u(x) q.o. in U

4Chiaramente, per ogni € > 0

/gedﬁn =1.
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(¢) seu e C(U), allora u* — u per e — 0, uniformemente sui compatti di U;

(d) sel<p<ooeue Ly (U), alora u* — u in L} (U) per e — 0.

loc loc

Dimostrazione.
(a) La dimostrazione puo essere svolta per esercizio.

(b) Per il Teorema di differenziabilita di Lebesgue, per q.o. x € U,,

s (z) — u(z)] < —

en /B( ) ¢ (x ; y) uly) —u(z)[dL"(y) <

<c f )~ @l ) =0

per € — 0.

(¢) La dimostrazione puo essere svolta per esercizio.

(d) Innanzitutto, dal fatto che w € L} (U), per ogni K compatto in U si ha u € LP(K).
Ora, esiste W compatto in U tale che K C int(WW). Mostriamo che se ¢ & tale che,
per ogni x € K, B(z,e) C W, risulta |[u®||Lr(x) < ||ullzewy. Per ogni z € K, per la
disuguaglianza di Holder,

u(2)] < / L eda =)l () = / ( )@5’ (2 — )0t (& — o) Ju(y)|dL"(y) <

1

< (x—y)|u(y)PdL” ’
< ( [ e yhiy) <y>)
Ora, per il Teorema di Fubini—Tonelli,
u(x)[PdL™ () < (x— y)|u(y)PdL™ (y)dL" (z) <
/K| () ”—/K/B@,g)“ ()AL (y)dLr ()
< /K /W 0:( — 1) |uly) PAL™ (y)dL" (z) <
< /W /K 0-(z — y)luly) PAL (@)L () = [ulor.

Dato ora ¢ > 0, esiste, per densita, g € C.(W) tale che

Wl >

lg — ullewy <

ed esiste € > 0 tale che per ogni ¢ € |0, ]

g% — gllrx) <

Wl >
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Siccome [|g° — u®||r(x) < ||g — w||zr(w), risulta che

||u® — u||Lp(K) <. m

(3.7) Teorema (di locale approssimazione con funzioni lisce) Siano k € N\ {0},
1<p<ooeuecWHtr(U). Valgono i sequenti fatti:

(a) per ognie >0, u* € C°(U,);

(b) pere — 0, u — u in WEP(U).

Dimostrazione.

(a) Discende direttamente dalla (a) della Proposizione (3.6).

(b) Limitiamo la dimostrazione al caso k = 1. Il caso generale si ottiene aggiustando gli
indici.

Per la (a) della Proposizione (3.6) combinata con la definizione di derivata debole,

Djuf(z) = /U Dy, 0-(x — y)u(y)dL"(y) =

. / Dy,0-(x — y)u(y)dL™(y) = / o-(x — ) D,y uly)dL"(y)

da cui,

Dju® = g, * Dju.®

Ora, dal fatto che u € WP(U), per la (d) della Proposizione (3.6), u* — u in L}

loc
p

loc

).
Analogamente, per quanto visto sopra, anche D;u® — D;u in Lj, (U). Allora per ogni

compatto K C U

||u€ — u”];Vl’P(K) = ||u5 — u||Lp(K) + Z”Dﬂf - Dju||Lp(K) <eénm
j=1

(3.8) Definizione Sia (X, 7) uno spazio topologico. Consideriamo una successione (&;)
di applicazioni continue da X in R. Diciamo che (&) é una partizione dell’unita, se

valgono i sequenti fatti:
(a) perognii € N, 0 <¢& <1,

(b) per ogni x € X, solo un numero finito di &(x) é non nullo,

SPer quanto riguarda u, la derivata & da intendere in senso debole.
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(c) per ognix € X,

(3.9) Osservazione La somma introdotta nella (¢) é finita in ogni punto per la (D).

(3.10) Proposizione Sia (X, T) uno spazio topologico e (V;) un suo ricoprimento aperto.

Allora esiste una partizione dell’unita (&;) tale che supt(§;) C V;.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m
In particolare, se X = U, & € C°(V;).

(3.11) Teorema (di globale approssimazione con funzioni lisce) Siano U limitato,
ke N\ {0}, 1<p<ooeuecWrr(U). Allora esiste (uy) in C(U) N WHP(U) tale che
up, — u in WEP(U).

Dimostrazione. Limitiamo la dimostrazione al caso k = 1. Per ogni i € N\ {0}, sia

Uiz{azEU:dist(x,aU)>1,}.

]

Evidentemente,

+oo
=1

Consideriamo per ogni 7 € N\ {0}, gli insiemi V; = U3 \ U;41, evidentemente aperti,
ed un aperto V; in U tale che Vy C U e

+0o0
U=V
=0

Sia (&;) una partizione dell’unita relativa a (V;). Per la Proposizione (1.11), &u €
WhP(U). Inoltre supt(&u) C V;.

Fissiamo § > 0. Per il Teorema (3.7), per ogni V tale che V C U esiste ¢; > 0 tale
che, detto

U'i = Q¢ * (flu)a
si abbia
)
9i+1
supt(u’) € W; = Uips \ U; peri € N\ {0}.

Ju — Siullwrery < per i € N,
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Chiaramente V; C W; per ogni ¢ € N\ {0}.
Posto

v=>Y u,
=0
si ha che v € C°(U), ma dal fatto che

2@-(@ _1,

possiamo scrivere
o
u=Y &
i=0

e quindi per ogni V tale che V C U, si ha

o . )
Hu - U’|W1,p(v) < Z(:)”fzu —u HWLP(V) < Z[:] 2i+1 = 0.

Posto ora 6 = per ogni m € N e sufficiente porre wu,, = v. La tesi segue passando al

_1
m+1"
supsulV. m

(3.12) Osservazione Nel Teorema (3.11), non si afferma che u;, € C*(U).

(3.13) Teorema (di globale approssimazione fino al bordo con funzioni lisce)
Siano U limitato con OU di classe C', k € N\ {0}, 1 <p < oo eu e Wrr(U). Allora
esiste (up,) in C=(U) tale che up, — u in WHP(U).

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. =

(3.14) Definizione Siano u : U — R un’applicazione localmente sommabile, V tale
che VCU,i=1,...,n ed h € R tale che 0 < |h| < dist(V,0U). Chiamiamo i-esimo

rapporto incrementale di ampiezza h applicazione Du : V — R tale che

x + he;) — u(z)
- :

Dlu(z) = u

In particolare, poniamo D"u = (D?u, e DZU)
(3.15) Teorema (sui rapporti incrementali) Valgono i sequenti fatti:

(a) sel1 <p<ooeueWH(U), allora per ogni V tale che V C U, esiste C > 0 tale
che per ogni h € R tale che 0 < |h| < 1dist(V,0U) risulti

1D" ull oy < CllDul| o),
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(b) se 1 <p<oo,V tale che VC U, ue LP(V) ed esiste C > 0 tale che per ogni h € R
tale che 0 < |h| < 3dist(V, 0U)

|1 D"l oy < C,

allora w € W'2(V) e || Dul|rvy < C.

Dimostrazione.

(a) Supponiamo inizialmente wu liscia. Allora per il Teorema fondamentale del calcolo

integrale
1
u(z + he;) —u(x) = / D, u(x + the;)dt - he;,
0
da cui .
Diu(z) = C/ D, u(x + the;) - e;dt

0

e quindi

1
|DMu(z)| < C/ | Du(x + the;)|dt.
0
Applicando la disuguaglianza di Holder, otteniamo
1
| Dhu(z) P < C’/ | Du(z + the;)[Pdt
0

che integrata su V' restituisce

1
/|D£Lu|pd£" < C// | Du(x + the;)[PdtdL" (x).
v v Jo

Tramite il cambio di variabile y = x + the;, possiamo scrivere

1 1
/ DruPdLr < C / / DuldtdL” < C / / \DupdtdL” = C / \DulPdcr.
% Vv JO UJo U

Se invece u € WHP(U), costruiamo una successione di funzioni lisce che la approssima e
poi con il Teorema della convergenza dominata otteniamo ancora la stessa stima. In ogni

caso,
||Dhu||Lp(V) < CHDUHLP(U)-

(b) Sia ¢ € C(V). Osserviamo che

/ u(x)go(x + he;) — go(x)dﬁn(m) _ _/ u(z) —u(r — hei)cp(a:)dﬁ"(x)

h
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ossia
(3.16) / uD!pd" = — / D Mupd "
|4 14

Ora, siccome

sup || D"ull oy < C,
0<|h|< 3 dist(V,0U)

considerando una successione (hy) tale che hy, — 0 possiamo scrivere che definitivamente
1D ul| oy < C
i Ullre(vy) = G

Essendo LP(V') riflessivo, per il Teorema di Eberlein-Smulian esiste w; € LP(V) tale che,
a meno di sottosuccessioni, D; "1 — w; in LP(V). Passando al limite in (3.16), tramite il

Teorema della convergenza dominata, otteniamo

/ uD;pdL" = — / w;pdL"
1% %

da cui w; = Dyu € LP(V). Allora uw € WHP(V) e

/ |DulPdL"™ < lim inf / | D MqPdL™ < C. m
1% k v

4 Estensioni

Nel seguito, salvo diversa specificazione, ci limiteremo a studiare il caso k = 1.

Data u € LP(U), ¢ sempre possibile estenderla a tutto R™ considerando il suo prolun-
gamento triviale. Questo procedimento non puo pero essere in generale applicato anche
ad applicazioni in W1?(U) in quanto dobbiamo anche preservare 'esistenza delle derivate
deboli su OU. Un caso pero in cui il prolungamento triviale restituisce un’estensione in
WLP(R™) ¢ il seguente.

(4.1) Proposizione Sia u € Wy*(U). Allora, posto

u in U,

0 inR"\U,

<
I

si ha @ € WHP(R™).



54 CAPITOLO 1. SPAZI DI SOBOLEV
Dimostrazione. Consideriamo

Dju sexel,
0 sex € R™\ U.

v =

Evidentemente v € LP(U), inoltre per ogni ¢ € C°(U),

U

Ora, siccome u € Wy?(U), esiste (¢) in C2(U) tale che ¢, — u in Wy?(U), ed in
particolare in LP(U). Allora, per il Teorema della convergenza dominata, a meno di

sottosuccessioni,

/ﬂchpdE" = / lim ¢, DjpdL" = lim/ YpDjedL"
vl hJu

ma sull’ultimo integrale & possibile applicare la formula di Gauss—Green, in quanto
Y € CX(U), per cui

U

Sempre dal fatto che ¢, — v in WO1 P(U), possiamo anche dedurre, tramite il Teorema

della convergenza dominata, che D;y, — D;u in LP(U) e quindi

/'&Dﬂpdﬁ” = —/ Djupdl™ = —/wpdﬁ”.
U

Allora Djit =v. =

(4.2) Teorema (di estensione) Siano 1 < p < oo, U limitato con OU di classe C*.
Allora per ogni V aperto limitato tale che U C 'V esiste un operatore E : WHP(U) —

WLP(R™) lineare e continuo tale che per ogni u € W'P(U) valgano i sequenti fatti:
(a) Fu(z) =u(x) q.0. in U,

(b) Eu =0 q.o. in R"\ 'V, ossia Eu ha supporto inV,

(c) esiste C, dipendente solo da U,V,n e p, tale che

| Eullwir@ny < Cllullwie@).-
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Dimostrazione. Limitiamo la dimostrazione al caso 1 < p < oco. Vediamo dapprima il
caso u € CH(U). Fissiamo zy € U e supponiamo che, in un intorno di zy, OU giaccia sul

piano z,, = 0, ossia che esista r > 0 tale che, detta B = B(zg, 1),

(zo,7)N{x, >0} C U,
(20, 7) N {zn <0} SR\ UL

2(2) u () se v € BT,
€Tr) =
—3u(x1,...,Tp 1, —T,) + 4du (xl, ey Ty, —%“) sex € B™.
Mostriamo che @ € C''(B). La continuita di u ¢ evidente. Se j =1,...,n — 1 si ha
ou (2) 387“3_(93) se z € BT,
— () =
Oz, —38%(%, ey Tp1, —Ty) + 4% (:pl, ey T, —%") ser e€B™
e si vede subito che esmte ed é continua. Invece
ou () Du(2) se v € BT,
T)= r
Dy, 3(%1(5B1, R A 28%@1, o Tpo1,— %) sex € BT,

da cui 68“ esiste ed & continua. Per il Teorema del differenziale totale possiamo affermare

che u € C'(B).

Mostriamo ora che esiste C' > 0 tale che
||ﬂ||W1vP(B) < CHUHWLP(BJF)'

Innanzitutto,
n
a0y = NullZo@) + 2l Ditllzm) =
j=1

_ / uPdLm + 3
Bt j=1

|DjulPdL + / aPdL” + Z |DjulPdL”.

Bt B~

6Detta riflessione di ordine superiore da Bt a B™.
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Ora,

|u|PdL™ < 2P~ [3” [u(zy, ..oy, =) |PAL (21, . .. Tp)+
.

A
"
A

dove, considerando il cambio di variabile, con jacobiano 1,

u(xl,...,xnl, 1‘;)‘ dC"(xy,. .., 2, )]

(1, .oy ) = (21, .., —Ty)
si ottiene facilmente che

B- (@1, ..o Ty, =) [PAL™ (21, 2p) = HUHZP(BJF)

e considerando il cambio di variabile, con jacobiano 2,

x
(T1,..., ) — (xl,...,—n>

si ottiene analogamente che

[

percio abbiamo che

T\ P, an
u<x1,...,xn_1,—2)‘ dL™ (1, ..., x,) < 2||u||Lp B+

[ laracr <27 (34 200) Jullf e,

Invece, con passaggi analoghi, si mostra che

n

S [ IDjapdLr < 207t (3 4 2%t 4 or) >ID, Ul )

j=17/B" J=1

In conclusione
1]y < (14277137 4 27°2) [[ullpy g

e prendendo la radice p-esima si ha la disuguaglianza cercata.
Consideriamo ora il caso in cui OU non sia necessariamente piatto vicino ad x.
Consideriamo il diffeomorfismo” ®, con inversa ¥, che appiattisce QU in un intorno di

zo. Introduciamo le notazioni y = ®(x), z = V(y) e v/(y) = w(¥(y)). Operando come

"La Geometria Differenziale ce ne garantisce ’esistenza e non ce ne preoccupiamo.
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nel passo precedente otteniamo un’estensione di u' da BT a B tale che esiste C' > 0 che

fornisce la stima

1@ llwrem) < Cllw o

Ty N

+
Byo

~_° 7

Posto ora W = W¥(B), che non sara una palla, ma comunque sara un intorno aperto di
xg, convertendo quanto detto nelle variabili x, essendo lo jacobiano limitato, otteniamo

un’estensione di v a tutto W con stima
HaHWLP(W) < CHUHWLP(U).

A questo punto, essendo OU compatto, esistera un numero finito di z; € OU e di W;

aperti tali che u si estenda a u; su W e tali che
oUu C U w;.
j=1
Sia poi Wy un aperto in U tale che Wy C U e

vciyyw;

<

IC:

e consideriamo una partizione dell’unita (§;) associata a questo ricoprimento. Posto

g = u, definiamo
m
u=)_ &
Jj=0

Potendo scegliere B di raggio arbitrariamente piccolo nei passaggi precedenti, si ha che «

puo sempre essere pensata con supporto in V. Inoltre, da un non proprio velocissimo
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calcolo, combinando le stime gia ottenute, si vede che esiste C' > 0 tale che

ullwrr@ey < Cllullwiew)-

Da cio possiamo concludere che se u € CY(U), Eu = 4, con E lineare per costruzione.

Consideriamo ora il caso generale, ossia u € WP(U). Per il Teorema (3.13), esiste
() in C(U) tale che u,, — u in W'P(U). Essendo convergente, allora (u,,) ¢ di
Cauchy. Da fatto che

| Bt — Eugllwie@ny = || E(tn — w)|lwie@ey < Clltm — wllwie@)

otteniamo che anche (Fu,,) ¢ una successione di Cauchy. Ma dal fatto che W1P(R") ¢ di

Banach risulta che (Eu,,) ¢ convergente. Risulta quindi ben definita I'estensione
Eu = lim Fu,,,
m
infatti se si avesse anche (v,,) in C*°(U) tale che v,, — u in WP (U), risulterebbe
HEUm — EUlel,p(Rn) S C”Um — UIHWLP(U)

e dal fatto che

lim u,, = limv;, = u

m !

si ha pertanto che
li}n Ev, = Fu.

Questo fornisce 'operatore richiesto. =

(4.3) Definizione Siano 1 < p < oo, U limitato con OU di classe C' e V un aperto

limitato tale che U C V. Chiamiamo Eu un’estensione di u a R™.

(4.4) Osservazione Se supponiamo inoltre che OU sia di classe C?, allora la stessa
tecnica utilizzata nella dimostrazione del Teorema di estensione permette di ottenere un
operatore E : W*P(U) — W?P(R") lineare e continuo con le stesse proprietd viste nel
Teorema di estensione. In particolare, esiste C' > 0, dipendente solo da U,V,n e p, tale

che
| Eullwzr@ny < Cllullwesw-

(4.5) Osservazione Se k > 2, é sempre possibile ottenere un Teorema di estensione.

La dimostrazione ¢ tuttavia piu articolata e sfrutta delle tecniche di riflessione ad ordine
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superiore piu, complesse.

5 Tracce

Se u € C(U), chiaramente ha senso parlare di valori su OU per u. Invece, se
u € WLP(U), in generale non & continua ed in pit ¢ definita solo quasi ovunque su
U. Essendo JU trascurabile, non c¢’¢ un modo diretto per parlare di valori al bordo.

Introduciamo in questa sezione un operatore che gestisce queste situazioni.

(5.1) Teorema (di traccia) Siano 1 < p < oo e U limitato con OU di classe C".
Allora esiste un operatore lineare e continuo T : WIP(U) — LP(OU) tale che

(a) Tu = ulsy ogniqualvolta w € WP(U)NC(U);

(b) esiste C' > 0, dipendente solo da p ed U, tale che

| Tullzeory < Cllullwrew)

Dimostrazione. Supponiamo inizialmente v € C*(U). Fissiamo zy € OU e supponiamo
anche che, in un intorno di zy, OU giaccia sul piano x,, = 0, ossia che esista r > 0 tale
che, detta B = B(zg, 1),

B* := B(zo,7) N {x, >0} C U,

B™ := B(xzg,r) N {z, <0} CR"\ U.
Sia anche B = B(zg, ). Denotiamo con I' = BNoU e con 2/ = (X1,...,Tp_1), OSSia

x = (2/,z,). Prendiamo ¢ € C°(B) tale che ¢ > 0in Be ¢ = 1 in B. Si ha, dalla

Formula di Gauss-Green e dalla disuguaglianza di Young,
/]u\pdx’ < / ClulPda’ =
r {zn=0}
/ D,, (¢|uP)dx < C/ (|u|p + |u|p_1Dwnu> dr <
< c/ <|u|p 4 Z\D uyp> 4z < Cllullyra

Consideriamo ora il caso in cui OU non sia necessariamente piatto vicino ad xg. Sia ®

il diffeomorfismo, con inversa ¥, che appiattisce OU in un intorno di zy. Introduciamo
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le notazioni y = ®(z), v = V(y) e v'(y) = u(¥(y)). Applicando la stima fatta nel caso

precedente e cambiando variabili si ottiene la maggiorazione

/F [4lPdS < Clulraey

dove ora I' ¢ un qualche aperto di QU contenente x.

A questo punto, dalla compattezza di OU, segue che esistera un numero finito di
r; € OU e di I'; aperti in OU tali che OU = UJjL, I'; e per ogni j =1,...,m

ullo ;) < Cllullwir@)-

Detto quindi Tu = u|gy, lineare per costruzione, si ha
m ~
17wl oouy < D_IITulliocry) < Cllullwrow
j=1

che fornisce la tesi in questo caso.

Consideriamo ora il caso generale, ossia u € WHP(U). Per il Teorema (3.13), esiste
() in C*(U) tale che u,, — u in W'?(U). Essendo convergente, allora (u,,) ¢ di
Cauchy. Da fatto che

[Tt — Twil|zoovy = [T (um — w)||oovy < Cllum — wllwisw)

otteniamo che anche (T'u,,) ¢ una successione di Cauchy. Ma dal fatto che LP(9U) ¢ di

Banach risulta che (T'u,,) ¢ convergente. Risulta quindi ben definita Iestensione
Tu = lim Tu,y,,
m
infatti se si avesse anche (v,,) in C*°(U) tale che v,, — u in W'P(U), risulterebbe
HTum — TUlHLp(aU) S C’Hum — ’Ul”Wl,P(U)

e dal fatto che

limu,, =limv, =u
m !

si ha pertanto che
lilm Ty =Tu.

Infine, se uw € W1?(U) N C(U), allora u,, — u uniformemente e quindi dal fatto che il
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limite uniforme di applicazioni continue ¢ continuo si ha
Tu = 1%11Tum = liglnum]aU = ulsy

e la dimostrazione ¢ conclusa. =

(5.2) Definizione Siano 1 <p < oo ed U limitato con OU di classe C*. Chiamiamo

Tu la traccia di u su OU.

Il seguente risultato permette di caratterizzare pienamente gli elementi di W, (U)
come gli zeri dell’operatore di traccia. In questo senso risulta ora ragionevole 1'espressione

fare zero al bordo per queste applicazioni.

(5.3) Teorema Siano 1 < p < oo, U limitato con OU di classe C* ed u € WHP(U). I

sequenti fatti sono equivalenti:
(a) ue Wy(U),

(b) Tu =0 sudU.

Dimostrazione.
(a) = (b) Supponiamo u € W, ?(U), allora esiste una successione (u,,) in C>°(U) tale

che u,, — w in WP(U). Per continuita dell’operatore di traccia si ha che su U
Tu=limTu,, =lim0 = 0.

(b) = (a) Sia u € W'P(U) tale che Tu = 0 su 9U.

Senza perdita di generalita possiamo limitarci al caso v € W'P(R™) con Tu = 0 su
OR? = Rn-L8

Dal fatto che Tu = 0 su R"™!, segue che esiste una successione (u,,) in C*(R%), tale
che uy, = u in WYP(R) e Ty = tp|gn-1 — 0 in LP(R™1).

Indicando z = (z, x,), dove possiamo orientare gli assi in modo da avere x, > 0, dal

Teorema fondamentale del calcolo integrale segue

()| < [t (a’, 0)] + / 1Dy (' 1)
0

8Si tratta di appiattire il bordo di U, considerare, come nel teorema di estensione, una partizione

5 IR . 00 . . P . o . .
dell’unita (&;) e scrivere u = Y~ u&;. A questo punto possiamo ragionare sui singoli termini della serie,
che sono a supporto compatto e quindi definibili su tutto R} .
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da cui

Tn p
[t (2, 2,)|P < C <|um($',0)|p + (/ |Dxnum(x',t)|dt> ) )
0

Integrando in ', otteniamo

Tn p
/ i (2!, )P’ < c( / (2!, 0)[Pda’ + / < / \Dum(:c’,t)|dt> dx’)
]Rnfl ]Rnfl Rnfl 0

ma per la disuguaglianza di Holder,

Tn p—1 Tn P
/ \Duy (27, )|t < 27 ( / |Dum(x’,t)|pdt> |
0 0

|=

percio

/ [t (2, ) |Pda’ < C (/ |t (2, 0)[Pda’ + 221 / |Dum(:13',t)|pdtd:p’> :
Rn—1 Rn—1 Rr—1 J0

A questo punto, dal fatto che u,, — uin W'P(R) e Ty, = tp|ge—1 — 0 in LP(R™1),
combinato con il Lemma di Fatou ed il Teorema di Fubini—Tonelli, risulta che per q.o.
Ty >0

(5.4) / (', x,) Pda’ < C’xfl_lf / | Du(a', t)|Pdx’ dt.
Rn—1 0 Rn—1

Sia ora ¢ € C*°(R") tale che ( =1in [0,1], ( =0in R\ [0,2] e 0 < ¢ < 1. Consideriamo

le successioni (G,) € (wy,) in RY tali che

Chiaramente
D, wp(z) = (1 = () Dy, u(z) — mud),(x),

Dywy(x) = (1 = Gu(x)) Dyu(x).

Di conseguenza,

2
| Dw,, — Du|PdL™ < C’/ |Gn|?| Du|PdL™ + Cmp/m / |u[Pda’dt.
R™ R™ 0o Jrn
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A questo punto, per (5.4),

2m 2
C’mp/ / |ulPdz'dt < C’mp/ - 1dt/ / | Du|Pdx’dt <
Rn—1 Rn—1
< C’/ / | Du|Pdx’dt
Rn—1

e quindi dal Teorema della convergenza dominata si ha che Dw,, — Du in LP(R" ). Dal

fatto che, chiaramente, w,, — u in LP(R") possiamo quindi affermare che w,, — u in

Wl’p(R’}r). Dal fatto che w,, = 0se 0 < z, < %, segue che possiamo regolarizzare

: . oo /o :
la successione (w,,) producendo una successione (u,,) in C°(R") tale che u,, — u in

WLP(R™), ossia u € WyP(R?). =

6 Teoremi di immersione

Se u € WHP(U), per definizione u € LP(U). In questa sezione vediamo come il fatto
che anche D;ju € LP(U), fornisca un guadagno sulla sommabilita di .

Iniziamo facendo un piccolo esperimento.

(6.1) Osservazione Sia 1 < p <n. Supponiamo che esistano C' > 0 e q € [1,00][ tali
che per ogni v € CP(R™) si abbia

Jullogees < ClDl
Sia A > 0 e definiamo uy(x) = w(Az). Applicando la disuguaglianza a uy otteniamo
1 A
n n < Cin _D n
sz lulian < Ol Dullirgey

da cui
lullzogeny < CA'75 70| Dl gy

Se, per assurdo, 1 — i # 0 siamo di fronte a due casi:
e sel— % + % > 0, mandando A — 0, si ottiene una contraddizione,

e sel— % + % < 0, mandando A — o0, si ottiene ancora una contraddizione.

Percio l’esponente deve essere necessariamente nullo, ossia q = n”—f;.

La precedente osservazione motiva la seguente definizione.
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(6.2) Definizione Per ogni p € [1, 00|, poniamo

oo sep=mn,

np
np sep<n

Diciamo che p* é l’esponente coniugato di Sobolev di p.

E evidente che p* > p e

prp on
Vedremo piu avanti il motivo per cui non abbiamo speso fatica cercando di estendere la
definizione di esponente coniugato di Sobolev anche per p > n. In ogni caso, iniziamo

studiando il caso p < n.

(6.3) Teorema (disuguaglianza di Gagliardo—Nirenberg—Sobolev) Sia p € [1,n].
Allora esiste C' > 0, dipendente solo da p e n, tale che per ogni u € CH(R™) si abbia

[ull o ey < CllDul| o ny-

Dimostrazione. Consideriamo innanzitutto il caso p = 1. Allora p* = " e dal Teorema

fondamentale del calcolo integrale, siccome u(y) = 0 per ogni y ¢ supt(u),

z;
u(z) = / Dyu(xy, . oo T, Uiy Tivts - - 5 T )AYi,
—Oo

da cui
—+00
’U(x)| S / ’DU(xl, cos Li—1, Yis Lig1y - - - 7$n>’dyz

[ee]

Allora,

1
n—1

o0

n +oo
u(z)[=T < H (/ |Du(zr, - oy i1, Yiy Tig1s - - 7$n)|dyi>
i=1 \J —

per ogni z € R™. Effettuiamo ora una prima integrazione rispetto ad x1,

1

+o00 . 400 n +oo n—1
/ lu[»=Tdz; < / 11 </ |DU($17~~,xi—1ayi7$i+17-~'7$n)|dyz‘> dry =
—00 —00 =1 —o0

+00 “+o0o ﬁ n “+oo ﬁ
= / (/ |Du|dy1> 11 (/ |Du|dyi> dry =
—00 —o0 i=2 —00
“+o0o ﬁ +oo n +oo ﬁ
— (/ |Du]dy1> / H (/ ]Du|dyi> dxy
—0o0 —00 =2 —00
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e per la disuguaglianza di Holder generalizzata otteniamo

/ lu|"=Tdz; < (/ ]Du|dy1> ( / |Du]dyid:v1> .
—00 —00 =2+ —0 —00
Procediamo ora con una integrazione rispetto ad s,
+oo +o00 n
/ / |u|nTdxidry <
—00 —00 ) 1
+oo +oo n—1 n +o0o +oo n—1
S/ </ |Du|dy1> ( / |Du\dyid1:1> dxs,
—00 —o0 1=2+J —00 —0o0
quindi
+o00o +00 "
/ / |u|»~Tdz dzy <
+o0 +oo ﬁ
<(f [ ioultsian)
— o —00 ) )
+0o0 “+o0o n—1 n “+oo +oo n—1
/ (/ |Du]dy1> H (/ / ]Du|dx1dy,-> dzs
—o0 —o0 =3 —0o0 —0o0
ed applicando nuovamente la disuguaglianza di Holder generalizzata si ha
+oo +o0 n
/ / |u|»Tdz dry <
+oo  pto00 aeT +oo  poo T
< (/ / |Du|dx1dy2> (/ / |Du|dy1dx2>
—00 —0o0 —00 ; —00
n —+o00 —+o00 “+o00 1
11 (/ / / |Du|dx1dx2dyi>
1=3 —00 —0o0 —0o0

dove i primi due integrali sono uguali per il Teorema di Fubini—Tonelli. A questo punto,

procedendo ricorsivamente ed applicando il Teorema di Fubini—Tonelli si ottiene

n nil nﬁl
dlt <] ( \Du|d£"> - < yDu|d£”)
R’n Rn

lu
Rn i=1

ossia [[ul|_» < |[[Duf|;. Consideriamo ora il caso 1 < p < n. Dato v > 1, applichiamo la

stima precedente a v = |u|"

n—1

(/ \u|r7"1d£”> " g/ S Jul | DuldLn
R R
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ed utilizzando la disuguaglianza di Holder

(/ |u|n”_"1dm> ' go(/ |u|”pll”’d£”> ’ (/ |Du|pd£”>p.
Rn n Rn

(n

.. -1 . ..
La posizione’ v = pT_; che corrisponde alla condizione

yn p
=(v—-1)——
— =0 )p —
fornisce
mo
n—1 b
(&
L*
( |u|p*d£"> <C ( |Du|pd[,”>
R™ Rn

che ¢ la tesi. m

(6.4) Osservazione Lipotesi di supporto compatto nel Teorema (6.3) é necessaria: basti
pensare alle funzioni costanti. Se per assurdo si potesse eliminare [’ipotesi, otterremmo
400 < 0. Comungue C' non dipende dall’ampiezza del supporto in quanto non dipende da

u.

(6.5) Teorema (di Sobolev) Siano 1 < p < n, U limitato con OU di classe C* e
u € WHP(U). Allora u € LP"(U) ed esiste C, dipendente solo da p,n ed U, tale che

||u||LP*(U) < CHUHWLP(U).

Dimostrazione. Innanzitutto per il Teorema di estensione, sia & = Fu € WP(R") tale

che @ =wu q.0. in U, T & a supporto compatto in R” e

||ﬂ||w1,p(Rn) < C||u||W1‘p(U)'

Siccome @ € a supporto compatto, per il Teorema di locale approssimazione con funzione
lisce, esiste (uy,) in C°(R") tale che u;, — w in WP(R"). Ora, dalla Disuguaglianza di
Sobolev,

[un — wkl| o= rey < Cl|Dup — Dug| Loreny

9Tt’s a kind of magic!
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allora (uy) ¢ di Cauchy in LP" (R™), per cui ¢ convergente ad un certo v in LP" (R"). Per

unicita del limite'® si ha che u = v q.o. in R™. Ora, per il Teorema (6.3),
lunl Los @y < CllDug|| Lo @n)

e se h — +o0o
@l o+ mny < Cl| D[ oy < ClT|lwrpgny,

[@llwregny < Cllullwiew)

e sicuramente

[ull o 0y < Cllal| e mm)

da cui

||U||LP*(U) < CHUHWLP(U)- u

(6.6) Proposizione Siano 1 <p <n, U limitato con OU di classe C* e u € W'?(U).
Allora per ogni q € [1,p*], u € LYU) ed esiste C, dipendente solo da p,q,n ed U, tale che

[ul| Loy < CHUHWLP(U)-

Dimostrazione. Discende da Teorema (6.5) e dall’incapsulamento degli spazi di Lebesgue

per U limitato. =

Vediamo ora una disuguaglianza che, limitatamente alle u € W,?(U), estende al caso

di un dominio limitato la disuguaglianza di Gagliardo—Nirenberg—Sobolev.

(6.7) Teorema (disuguaglianza di Poincaré) Siano 1 < p < +oo, U limitato e
we Wyt (U). Allora per ogni q € [1,p*], w € LY(U) ed esiste C, dipendente solo da p,q,n
ed U, tale che

[ull Loy < CllDul|ow).

Dimostrazione. Vediamo solo il caso 1 < p < n. Per definizione esiste (u,,) in C°(U)
tale che u,, — u in WHP(U). Per il Teorema (6.3),

[wmll o @ny < Cl| D[ o @ny = Cl| D] 1o )

10Basta passare a delle sottosuccessioni per verificarlo esplicitamente.
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e analogamente ||ty || o* gn) = |[Um|| Lo* (1), coOsi che
(6.8) [l Lo () < Cll Dt | o w)-

Il secondo membro converge per definizione a C||Dul|z»(). Per quanto riguarda il primo
membro ¢ sufficiente osservare che esiste una sottosuccessione (u,,, ) convergente a u q.o.

in U, per cui, per il Lemma di Fatou,
||u||LP*(U) < limkinf ||umk||LP*(U)
e, quindi, scrivendo la (6.8) per la sottosuccessione (u,, ) e passando al lim inf si ha
[ull Ly < CllDtm || o).

Dall’incapsulamento degli spazi di Lebesgue per U limitato segue la tesi. =

*

(6.9) Osservazione Vale la pena osservare che, limitatamente al caso p <n e q=p*, é
possibile rimuovere le ipotesi di limitatezza su U. In particolare, in questo caso la costante

C' dipende solo da p ed n.

(6.10) Osservazione In W, " (U) la norma || Dul|»wy ¢ equivalente alla norma ||ul|yw.p ).
Infatti gia sappiamo che

[1Dul[ewy < allullwiew)-
Per la Disuguaglianza di Poincaré otteniamo proprio l'altra stima. In particolare H}(U)

munito della norma del gradiente ¢ uno spazio di Hilbert.

(6.11) Proposizione (disuguaglianza di Poincaré duale) Siano "5 < ¢ < 400 ¢
u € Ln%(U). Allora , w € W=H9(U) ed esiste C, dipendente solo da n e q, tale che

ullw-1ay < Cllul| 7

_ng_
Lnta(U)

dove si pone n"—fq = n ogniqualvolta ¢ = +00.

Dimostrazione. Data u € L%(U), consideriamo T, : W? (U) — R tale che

(T, v) :/uvdﬁn.
U
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A meno di identificare u e T, per la disuguaglianza di Holder!!,

[{u, )] < /U\UHvldﬁ" < ull 2, o 1ol 2o @)

n+q

e, per la disuguaglianza di Poincaré,

|<ua U>| S HUHL%(U)CHUHWOL‘Z/(U)a

da cui la tesi. m

(6.12) Osservazione La disuguaglianza di Poincaré duale puo essere dimostrata anche
semplicemente osservando il sequente fatto generale: consideriamo X,Y due spazi di
Banach su R tali che X CY. Se l'immersione X — Y ¢é continua, allora ["immersione
Y' < X' ¢ continua.'?

Dalla disuguaglianza di Poincaré, sappiamo che l'immersione Wol’q,(U) — LW)(U)
¢ continua, quindi lo ¢ anche Uimmersione (L) (U))" < W=Y4(U). In altre parole,

Vimmersione (LU (U)) < W=14(U) ¢ continua. A questo punto ¢ sufficiente osservare
che ((4)") =

(6.13) Osservazione Dal fatto che

. np
lim
n—pmn — p

= ‘I—OO,

parrebbe ragionevole aspettarsi che se u € WH(U), allora u € L>®°(U). Tuttavia per

n > 1 cio é falso.

Vediamo un controesempio che giustifica 1'Osservazione (6.13).

(6.14) Esempio * Sia U = B(0,1) in R? e
u(z) =1In(1In — 1.
|z
"Siccome (n"—fq)/ = (¢')*.

12Questo deriva dal fatto che, essendo X C Y, a meno di identificare ¢ € Y’ con ¢|x, 'immersione &
ben definita e lineare. La continuitd segue osservando che per ogni ¢ € Y’

lellx: = sup [(,2)] < sup [{p,2)| = [lplly.
|21<1 21<1
zeEX z€Y

13Con leggere varianti si puo fare anche in R”.
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Chiaramente u ¢ L>®(U). Mostriamo che v € WY(U). Passando alle coordinate polari

s1 vede subito che

/Uln2 (m <1 + |313|>> dL*(x) ~ /01 In (m <1 + ;)) pdp.

Ora, posto y = In (1 + %),

! 1 oo evn?y oo n?y
In? (ln (1 + >> pdp ~ / ——dy ~ / —dy
/0 P In2 (ey - 1)3 In2 e

Ricordando che Iny <y —1 per ogni y > 0,

/-I—oo ln2ydy - /-‘rOO (y _ 1)2dy N /+oo y72dy
In2 €2y - In2 €2y In2 62y '

Se effettuiamo il cambio di variabile y = Ink, otteniamo

“+oo y2 “+o00 1
L _dy = —— dk
/ e / T R

da cui v € L*(U). Invece, sempre utilizzando le coordinate polari osserviamo che

! 1 ! 1
Du(z)|?dL*(x N/ dpw/ —5——dp.
/U| wfati@) ~ f plp+1)2In*(1+7) o pIn*(1+1)

Ora, posto y = In (1 + %),

1 1 400 1
—d N/ —dy < +00
/0 pln2(1~|—%) P m2 Y2 Y

da cui anche Du € L*(U).

Il caso p = n e gestito dalla Disuguaglianza di Trudinger—Moser, che non trattiamo

nei dettagli. Passiamo quindi al caso p > n.

(6.15) Notazione Se u € C,(U) e v € ]0, 1], indichiamo con

|u(z) — u(y)]
U| 0,477y = SUP
[ ]Cow(U) eyel !x—yh
zAY

[ull con @y = llullos + [ulcon @ -
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(6.16) Definizione Sia v €]0,1] e k > 0. Chiamiamo spazio di Holder, denotato con
C*(U), linsieme delle u € C*(U) tali che

lullgra@y = 2 1D ulloo + 3 [D*tlgon gy < +00.

lal<k lal <k

(6.17) Proposizione Sia v €10,1] e k > 0. Allora || ||cro ) € una norma su Ck(U).
Inoltre (C””( ) |l HC,”(U)) é uno spazio di Banach su R.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. =

Non ¢ invece una norma [ ] (@) in quanto nulla su tutte le funzioni costanti.

(6.18) Teorema (disuguaglianza di Morrey) Sianon <p < oo ey=1—2. Allora
esiste C', dipendente solo da p e n, tale che per ogni u € C*(R™) si abbia

HUHCOW(R") < C||U||W1,p(Rn).

Dimostrazione. Limitiamo la dimostrazione al caso p # oco. Sia x € R" ed r > 0.

Mostriamo che esiste C', dipendente solo da n tale che

| Du(y)]

B(z,r) |y - x|n—1

]{3( Iu(y) — )L () < © acr(y).

Siano w € 0B(0,1) e s € ]0,r[. Chiaramente |w| =1 e x + sw € IB(z, s). Inoltre, per il

Teorema fondamentale del calcolo integrale,

*d
/0 Eu(x +tw)dt| =

Integriamo ora rispetto a w, ottenendo

/ lu(z + sw) — u(z)|dH" ™ (w) < / / | Du(z + tw)|dH™ (w)dt
8B(0,1) 0 JoB(0,1)

Consideriamo l'integrale
Du(y n
/B ’ (|n)_|1 L)

(z,s) |$ -y

lu(z + sw) —u(x)| =

/Du(x+tw)-wdt|§/ Du + tw)|dt.
0 0

ed applichiamogli il cambio di variabile ¢ : ]0,s] x 0B(0,1) — B(z,s) tale che y =
o(t,w) = = + tw ottenendo

D
/ [Dufy) 1d£” / / | Du(x + tw)
B(z,s) ’x_y’n 9B(0,1)

~1(w)dt.
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Pertanto,

D
[ e su) —anwy < [ PR g <
8B(0,1) B(z,s) |7 — Y["

< [ AP

(@) 1T =y

Se ora moltiplichiamo ambo i membri per s"~! ed integriamo rispetto ad s otteniamo

" D
/ / u(z + sw) — u(z)|dH"( ds</ / |Duly 1d£”(y)ds
0 oB(0,1) (z,7) ’95— o

ossia

[ - uwjacw <O [ P e
B(,r) B

n (z,r) ‘I - y‘n !

Dividendo ambo i membri per la misura di B(z,r) otteniamo proprio

wly) — ulz n |Du(y)| ne, oy 14
F - <c [ 2l ien)

Mostriamo ora che

1 p—n
dﬁ”( ) =Crr1 < 4o00.
() |2 — |5

Per fare cio effettuiamo prima di tutto il cambio di variabile z = x — y,

1 1
4L (y) = / i)
/B@:,r) | — y| Ve B |2V

ed utilizzando poi le coordinate ipersferiche, ricordando che n < p,

1
/ Tdﬂn C/ pr- 1dp_CTp1<+OO
B(0,r) | 2| »

A questo punto, dato x € R" e y € B(z, 1),

u(@)] < fu(z) —uy)] + |u(y)]

e quindi, integrando in media rispetto a vy,

ju(z)] < f ) () + f e

14 A voler essere precisi, fino ad ora non abbiamo usato nessuna delle ipotesi del Teorema.
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e, se nel primo integrale applichiamo la stima ricavata sopra e nel secondo la disuguaglianza

di Holder otteniamo

Du(y n
hmMSCL DUDL 0y 4 ] ooy

(z,1) |y - $|n71
Se applichiamo la disuguaglianza di Holder al primo integrale possiamo scrivere

p—

1
[ ey < ([ puracr) (] i)
B(z,1) |Y — 7| B(z,1) B(z,1) |7 — y|" T

Allora possiamo scrivere

()] < Cllullwre@n

e dall’arbitrarieta di x, possiamo passare al sup ottenendo
(619) HUHOO S OHUHWLP(IR")-

Siano ora z,y € R" ed indichiamo con r = |z — y| e con W = B(z,r) N B(y,r). Se
we W,
u(z) —u(y)] < ulz) = u(w)] +[u(y) — u(w)]

e quindi procedendo con un’integrazione mediata rispetto a w

lu(z) — u(y ]<][]u — u(w)|dL"™ (w ][|u —u(w)|dL"(w) <
w(x) — u(w)|dL™ (w w(y) — w(w)|dL™ (w).
gﬁ@J() (w) (>+ﬁ@J(” (w)|dL" (w)

Siccome
| Du(y)|

|w@—wwwmm»sc/ DU gon
][]_;:(x,r) B(z,r) ’y - x’nil

e applicando la disuguaglianza di Holder

p—1

D g 1 P
/ ’“%Kﬂmwso</ uw%m)</ mnpdﬁwﬂ <
B(ay) [Y — T B(z,) Bla,r) |7 —y[" T

S CTI_% ”DUHLP(RTL).

Analogamente vale una stima simile per il secondo addendo, da cui

[u) = uly)] < Cr'™# || Dul|pany = Cla = y|'# || Dul| o)
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e, per I'arbitrarieta di x,y,

(6.20) ] o ey < C 1D e

La tesi segue combinando (6.19) e (6.20). =

(6.21) Teorema (di Morrey) Sianon < p < oo, y=1=2, U limitato con OU di classe
Cl eu e W»(U). Allora esiste C, dipendente solo da p,n e U, e un rappresentante

della classe di equivalenza u, indicato con u*, tale che u* € C%7(U)

HU*HCOW(ﬁ) < C““HWLp(m.

Dimostrazione. Innanzitutto per il Teorema di estensione, sia u = Fu € WP(R") tale

che w = wu q.0. in U, uw ¢ a supporto compatto in R" e
[@llwrr@ny < Cllullwir ).

Dal fatto che @ ¢ a supporto compatto, esiste (uy) in C°(R™) tale che uj, — @ in WP(R").

Ora, dalla Disuguaglianza di Morrey,
lun — ugllcon@ny < Cllun — upllwisen)

allora (up) ¢ di Cauchy in C%7(R™), per cui ¢ convergente ad un certo u* in C%7(R").
Per unicita del limite puntuale si ha che u = u* q.0. in U. Sempre per la Disuguaglianza
di Morrey,

[unll con@) < llunllcormny < Cllunllwsgn

e se h — +oo

[u* || o @y < Cllallwrrgn,

da cui

[ lcon@) < Cllullwrrw).
Ricapitolando, se U limitato con OU di classe C, le seguenti immersioni sono continue:
Sobolev (1 < p <n) W'?(U) — LYU) per ogni 1 < g < p*,
Trudinger—-Moser (p =n) W'(U) < L%(U) per ogni 1 < ¢ < oo,

Morrey (p > n) W?(U) < C*' % (U), quindi, in particolare, W?(U) < LI(U) per
ogni 1 < ¢q < o0.
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In altre parole, all’aumentare di p rispetto ad n si ha un guadagno sempre maggiore sulla
regolarita.

Vediamo alcune interessanti conseguenze nel caso p > n.

(6.22) Osservazione InR, se U limitato con OU di classe C*, ogniu € H'(U) ammette

un rappresentante continuo.

(6.23) Proposizione Siano U limitato con OU di classe C* ed u : U — R. I sequenti

fatti sono equivalenti:
(a) w é lipschitziana,
(b) u e Whe(U).

Dimostrazione. Supponiamo U = R"™ ed u a supporto compatto in U. Il caso generale

segue dal Teorema di estensione.

() = (a) Se u € WH(R"), allora u® = g. * u & tale che u* — u uniformemente per

e — 0, in quanto esiste un rappresentante holderiano, quindi continuo, e
||Du6||Loo(Rn) S ||Du||Loo(Rn)

Dati z,y € R” tali che x # y, per il Teorema fondamentale del calcolo integrale,

1
[u(z) —u(y)| < / | Duf(tx + (1 = t)y)|di|z — y| < [| D[]z @y — 9]
0

da cui

[ (2) = u(y)] < [[Dull ool =yl

e, per € — 0, dal fatto che il limite u* — u € uniforme, segue la lipschitzianita di w.

(a) = (b) Supponiamo u lipschitziana. Allora esiste C' > 0 tale che per ogni z,y € R”
u(z) —u(y)| < Clz —yl.
Consideriamo (hy) tale che hy — 0. Allora
lu(x — hgej) —u(x)| < Chy,

da cui
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e quindi ||D;h’“u||Oo < C ossia (D;h’“u) limitata in L>°(R™). Per I'Osservazione (3.11),

esiste w € L™ tale che, a meno di sottosuccessioni, per ogni ¢ € L'(R") si abbia
—h n n
/Dj Fupd L™t — /wgpdﬁ
e quindi in particolare per ogni ¢ € C°(R™). Ma per (3.16),
/Dj_h’“wpdﬁn =— / uDjh’“ wdL".

Allora per il Teorema della convergenza dominata, per ogni ¢ € C°(R")

/ungodE” = —/wgodﬁ”

da cui Dju = w € L*(R"), ossia u € WH>*(R"). =

(6.24) Osservazione In modo analogo u € W,5°(U) se e solo se u é localmente

lipschitziana in U. Inoltre, si puo dimostrare che dati U un aperto qualunque e p € |n, 00|,

sew e WY (U) allora u € C*™ v (U).

(6.25) Teorema Sia n < p < oo. Se u € W,iP(U) allora u ¢ differenziabile q.o. in U.

In particolare, il gradiente di u € uguale al gradiente debole di u q.o. in U.

Dimostrazione. Consideriamo dapprima il caso p # oco. Innanzitutto, fissati x,y € U
e posto r = |z — y|, per ogni v € C'(B(z,2r)), in modo analogo a quanto fatto per

dimostrare la disuguaglianza di Morrey, si ha che

0(y) — v(@)| < Cr' 3 ( / |Dv|Pd£“)p
B(z,2r)

La precedente relazione, mediante approssimazione, vale poi per ogni v € W?(B(z, 2r)),
identificata con il suo rappresentante holderiano, quindi continuo. Sia ora u € T/Vlif(U ),
identificata con il suo rappresentante continuo. Per una variante del Teorema sui punti

di Lebesgue, per q.o. z € U

lim |Du(x) — Du(y)|PdL"(y) = 0.

r—=0 B(z,2r)
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Scelta v(y) = u(y) — u(z) — Du(x) - (y — x), osservando che v(z) = 0,

n

uly) — u(e) — Du() - (y — 2)] = oly) — v()] < '3 ( / y )|Dv|pd,c")”

ossia

hSA

u(y) — ulz) — Du(z) - (y — )| < Cr (][ Du(z) - Du<y>rpd£”<y>)

(z,2r)

e quindi

3 =

lu(y) — u(x) — Du(x) - (y — z)|
ly — |

<c (f D) - Du<y>|pdc“<y>)

Dal Teorema del confronto si ha la tesi.

1l caso p = oo & simile in quanto W,5>°(U) € WSP(U) per ogni 1 < p < co. =

(6.26) Teorema (di Rademacher) Se u: U — R ¢é localmente lipschitziana allora é

differenziabile q.o. in U.

Dimostrazione. Si tratta di combinare i risultati precedenti. m

Di frequente utilita in situazioni non lineari ¢ il seguente risultato.
(6.27) Teorema (disuguaglianza di Hardy) Sianon >3, r >0 ed u € H'(B(0,7)).
Allora % € L*(B(0,7)). In particolare,

||

2
/ @) yeney < O (]Du\2 + “2> dcn.
Bor) |7 B(0,r) "

Dimostrazione. Supponiamo u € C*(B(0,r)), il caso generale segue dal Teorema di

globale approssimazione con funzioni lisce.

1 T
D|(—|=———,
(Ix|> | ]?

allora, utilizzando la Formula di Gauss—Green,

u(zr)? () — U(x)2<_9€><_x> nip) —
/B(om o @ /B(O,r) 22\ 2] 2] ) (@)

Innanzitutto,
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_— / w(z)2D <1> - Lacm(a),
B(0,r) |z ||

quindi

2 1 .
/ Wz AL (z) = — / u(z)?D, () e (z) =
B(0,r) |z j=1+B(0,r) 2| ) |z|

u(r)? o / 1 < U(fv)2> ]
= — ——— v dH" (x) — —D; |z, —— |dL"(x)].
i—1 [/(9B(0,r)‘$|2 - (@) B(O,r)|‘r| T\ || (@)

=

M=

\E

A questo punto, essendo

D, (%Fj) _ u’(;)szijra:ij <U|(l’)2> _ u(x)z+2u(x)Dju(x)I—+:cju(a:)2Dj <1> )

J

possiamo scrivere

/B . U g pn) = / 3 <“(”“")2 T 2u() Dyula) 2 + ()2 D; <1>> aC" (x)+

o lzl?

/B(Oﬁjgjfd”(@ = /me) (nlﬁ(f; +2u@) Dula) - o+ ula) D <|I1|)> dL" () +

- /8B(0 - Vﬁfd%"l( |

Allora,

x u(z)?

U(f)z / / -1
2—n / dL™(x) =2 w(z)Du(z) —=dL"(x)— TV dH" " (x
( ) B(0,r) |z[? (@) B(0,r) (z)Du() |z[? (@) 8B(0,r) |z ]2 (@)

ed essendo v = 1 = T su 0B(0,7), si ha

T 1

(2—n)/B GOy :2/}3(0 )u(x)Du(x) aptlt@) - /BB(O )u2d7-["_1.

(0,r) |$‘2 r
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A questo punto, utilizzando la disuguaglianza di Young,

u( ) 2 / 1 1 / 9 1
dLm = u(z)Du —dﬁ” _— wdH" " <
/B( 2|2 (z) = 2—n /o (z)Du() |z]? (@) - 2—n71 Jopo -

2 1 1
< / [u(z)] |Du(z)|dL" (x) — / wdH" <
2—nJom |7l 2—=n7 Jo(o,r
1 2 1
2—nJpom |7l 2—=mn Jpo,n

1 1
/ wrdH"
2—nr OB(0,r)

e quindi

2 1 11
n / u(z)” AL (z) < / | Dul?dL — / wrdH
n—2Jpoy |z[? 2—=n Jpo, 2—=n7 Jo(or)

2 1 11
B(O,r 2n B(0,r) 2n 9B(0, r)

ed esistera C' > 0 tale che

/ “()dcn <c/ |Dul?dL” + C/ wrdH
B %[ B(0,7) T JoB(0r)

Osserviamo ora che, essendo r =z - v,

r2/ wdH" ! = / div (a:uQ) dl"(x) = / (nu2 + 2uDu - x) dL"(z)
OB(0,r) B(0,r) B(0,r)

ed applicando la disuguaglianza di Young,

r2/ wrdH" <C’/ u —i—rleu\z) acr.
8B(0,r) B(0,r)

Dividendo per 72 otteniamo la disuguaglianza

1/ wdH " < C/ < + |Du\2> acr.

T JoB(0,r) B(0,r)

/ o) g o) < c/ (!Du|2 )dﬁ”
B(0 |I| B(0,r)

In conclusione,
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e la dimostrazione ¢ conclusa. =

Volendo generalizzare tutti i ragionamenti fatti nel caso k = 1 alla situazione generale,

si arriva al seguente risultato.

(6.28) Teorema (immersioni di Sobolev) Sia U limitato con U di classe C' e
u € WkP(U). Valgono i sequenti fatti:

(a) se kp <n, allora se q ¢ tale che

st ha che uw € LY(U) ed esiste C, dipendente solo da k,p,n ed U, tale che

[ull oy < Cllullwrrw),

(b) se kp > n, allora se y ¢ tale che

2] +1-2 se % ¢ Z,

qualsiasi k € ]0,1[ altrimenti,

st ha che u € Ck_L%J_M(U) ed esiste C, dipendente solo da k,p,n,~ ed U tale che

||u||ck—L%J—1w(U) < CHu”kap(U).

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. =

Possiamo schematizzare il precedente risultato nel seguente modo.
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1/p

T SO N

LOO

7 Teoremi di compattezza

Presentiamo un risultato di compattezza per gli spazi di Sobolev nel caso 1 < p < n.

(7.1) Teorema (di Rellich-Kondrachov, 1 < p <n) Siano 1 <p <n, U limitato

e con OU di classe C*. Allora, per ogni 1 < q < p*, limmersione WiP(U) — LY(U) é

compatta.

Dimostrazione. Sia (uy) una successione limitata in W'?(U). Allora esiste M > 0 tale
che per ogni h € N,
Huhle,p(U) S M.

In particolare,

sup||ug||wir@wy < M < +o0.
h

In conformita al Teorema di estensione siano V,W aperti limitati tali che U C V e
V C W e, per ogni h € N, u;, = Euy, tali che w, = 0 in R*\ V. In particolare, (uy)
limitata in W'P(U) e

Sgpﬂﬂhﬂwlm(\/) < +00.

Osserviamo subito che, essendo V' limitato,
S%PHWHD(V) < +o0.

Consideriamo le e-mollificate delle @y, uw;. Allora, per ¢ sufficientemente piccolo, le uj,

avranno supporto compatto in W. In particolare w;, = 0 in R™ \ W.
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Mostriamo che
. = — _
i (50915 = ) =0

ossia che @;, — @y, uniformemente in L4(W). Supponiamo inizialmente @y, liscia. Si ha

che

@y, () —un(2)| =

Eln /B 0 0 <§) up(x — y)dL"(y) — un() /B o g(y)dcn(y)|.

Operando un cambio di variabile nel primo integrale del tipo 3’ = £ possiamo scrivere,

denotando comunque la variabile di integrazione con y,

5 (2) — T ()] < / o) [n(z — ey) — wy(x)|dL"(y)

B(0,1)

e per il Teorema fondamentale del calcolo integrale

td
/0 $uh(:v —ety)dt| <
1

1
g/ |Duh(x—sty)-(—5y)|dt§5/ Dt (x — ety)|dt,
0 0

[@n(r = ey) —un(2)| =

quindi

[ (1) — ()| < e / v) / Dty — ety)|dedL? (y),

B(0,1)

che integrata in W fornisce

/W 1 () — T ()| L™ () < /W / L / Dy — ety)|dtdC" (y)dL" (x) =

. / L / /W \Dy(x — ety)|dL™ (x)dEL™ ().

Operando il cambio di variabile z = x — ety, otteniamo
[ 10wt~ ety)iac@) = [ pmlac(e)
w Wa,t
ma fuori da W si ha @, = 0, quindi

/]Duh x — ety)|dL"(z /\Duh )AL (2).
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Riassumendo,

[ @) —m@lae @) <= [ 1w )iace)

Se invece Ty, € WHP(V), costruiamo una successione di funzioni lisce che la approssima e
poi con il Teorema della convergenza dominata otteniamo ancora la stessa stima, percio

per la disuguaglianza di Holder si ha

I~ wllow) < [ [DEIALE) < ClDwm ) <
w

< eClanl|wrrey < €CS%P|‘ﬂhHW17P(V)'

A questo punto, per la disuguaglianza di interpolazione, detto ¢ € ]0, 1] tale che

1 1—-9

e 19 + (7*)’

q p
e e 1—-9)
175, = Tnl Locwy < 115 = Tnll s o 15, = Tl o o

e per il Teorema di Sobolev,
I35, — Tl o) < Ol — @l < "C.
Passando al sup possiamo scrivere
sup|[a@;, — Wl ) < €°C

ed il Teorema del confronto restituisce il limite desiderato. Mostriamo ora che, ad € > 0

fissato, la successione (u§) ¢ limitata ed equi-uniformemente continua. Innanzitutto,

1 T
(2)]<
en €

1

g’I’L

o= ()| =

Y

quindi ||g.||ee®ny < & e per ogni h € N,
e _ n C
@, (x)] < ( )Qe(l‘ = DIEWIAL"(Y) < lloell oo @[Tl 2y < = < +o0
T,

e quindi
C’

il < =
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da cui la limitatezza di (uj). Inoltre, in modo analogo si vede che

|Duj,(x)] < < +o00.

8n+1

Ora, dati z,y € R", per la disuguaglianza di Lagrange, esiste £ nel segmento congiungente

x,y tale che
@, (x) =, (y)| < D, (8)]|z — yl.

Dato n > 0, sia ¢ > 0 tale che
n€n+1

C
Allora per ogni h € N, per ogni z,y € R" tali che |z — y| < (,

(<

|, (2) —w(y)| <
per cui & equi-uniformemente continua su R™. In particolare lo ¢ su W.

Fissato § > 0, mostriamo che esiste una sottosuccessione (7y,) tale che
1;7%1”@]1] — Up, ||L4(W) <.
Per fare cio, sia € > 0 sufficientemente piccolo, tale che

@5, — || pagwy <

|

Essendo poi le U5, a supporto compatto in W', possiamo applicare il Teorema di Ascoli-
Arzela ottenendo una sottosuccessione (ﬂij) convergente uniformemente ad un qualche w

in W. In particolare, per ogni n > 0, esiste ¢ € N tale che per ogni j > i,
[y, — wlloee <1

e quindi

[y, () — w(z)[* < 7.

Allora, per ogni j, k > 1,

/ a5, () — T, (2)"dL7 (x) < O,
w

158 usa quindi qui il fatto di aver esteso.
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ossia

lsn75, — @, lz+v) = 0.

Allora,

[@n; — Ty || Laqwy < NTn; — g N 2aqwy + [[Thy — W, | aowy + ([T, — T, 122wy <

<o+ [, — @, |lpaow)
e passando al limite per 7,k — 400,
l}gl”ﬂhj — TUpy || Laowy < 0.
Dato 0, = 1, esiste quindi una sottosuccessione (7y,) tale che
lim [2h, — T, [|zaewy < 1.

Ora, dato 0, = %, applicando lo stesso ragionamento a (), possiamo estrarre una

sottosuccessione (Ty,, ) tale che

DN | —

]-},lglnﬂhjl - Ehjk ||Lq(W) S

Procedendo ricorsivamente con ¢,, = %, si ottiene applicando il metodo della diagonale di
Cantor, a meno di sottosuccessioni, una sottosuccessione () tale che per ogni € > 0

esiste m € N tale che per ogni h;, hy > 7 si abbia

[@n, =, |Lawy < €,
ossia (p,) € di Cauchy. A maggior ragione,

[T, — T, ||Law) <€,

quindi (uyp,) € di Cauchy in L(U) e, per completezza di L(U), € convergente. m

*

Vediamo un controesempio alla validita del Teorema di Rellich per ¢ = p*.

(7.2) Esempio Sia p € C*(B(0,1)). Consideriamo la successione (pp,) tale che

n—

on(z) = thgo(hx).
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Fvidentemente ha limite puntuale 0. Effettuando poi il cambio di variabile y = hx,

HSDhH]Zp* (B(0,1)) /

B(0,1)

W ()| dL () = / o(y) P AL (y) = C > 0.

B(0,1)

Invece, con lo stesso cambio di variabile,

lonlBonsany =1 [ ptha)Pae @)+ [ D(ho)ac(z) -
B(0,1) B(0,1)

1
— 5 | lewricw+ [ pewrac)
h B(0,1) B(0,1)
Chiaramente,
1
lim/ o (y)|PdL™(y) =0,
mi [, P

allora esiste M > 0 tale che per ogni h € N,

1

e [ (y)[PdL(y) < M.
B(0,1)

Allora

lonlEy o < M + / [P WAL () < +oc

In particolare (¢y) ¢ limitata in WP(B(0,1)).
Se, per assurdo, l'immersione fosse compatta, esisterebbe una sottosuccessione (g, )

convergente ad un certo w in LP" (B(0,1)). In particolare, da

H‘Pthip* (B(0,1)) — C>0

s ha che

0]l 00y = C > 0.

Tuttavia esisterd un’altra sottosuccessione (cphkj) tale che o, (x) = w(z) q.o. in B(0,1).

Ma allora w(z) = 0 q.o. in B(0,1) perché il limite puntuale di (¢p) € 0. Allora

Hw”Izp* (B(0,1)) — 0,

assurdo.

Vediamo un controesempio alla validita del Teorema di Rellich senza ipotesi di

limitatezza su U.
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(7.3) Esempio Sia ¢ € C*(R"). Consideriamo la successione (py,) tale che

pn(r) = oz +h).

Evidentemente ha limite puntuale 0. Inoltre, per ogni q € [1,p*|,

ln |70 @ny = /\@\q*dﬁn =:C > 0.
Invece,

len iy @ny < (lellf + [1D@l%) £ (supt(yp)) < +oo

allora (pp) ¢ limitata in WHP(R™).
Se, per assurdo, l'immersione fosse compatta, esisterebbe una sottosuccessione (¢p, ),

dipendente dalla scelta di q, convergente ad un certo w in LY(R™). In particolare, da

ol Ta@ny = C >0
st ha che
0| 7oy = C > 0.

Tuttavia esisterd un’altra sottosuccessione (pp, ) tale che op, (x) — w(zx) q.0. in R™. Ma
J J

allora w(z) = 0 q.o. in R™ perché il limite puntuale di (¢y) ¢ 0. Allora

”quLq(Rn) =0,

assurdo.

Grazie al Teorema di Rellich possiamo dimostrare una variante della disuguaglianza

di Poincaré.

(7.4) Teorema (di Poincaré a media nulla) Siano 1 < p < n, U limitato, connesso e
con OU di classe C1. Allora esiste C > 0, dipendente solo da n,p ed U, tale che per ogni
uwe Wh(U)

lu = (Wullrw) < CllDul|ew)

dove (u)y = f, udL".
Dimostrazione. Per assurdo, per ogni h € N, esiste u;, € WP(U) tale che

lun = (un)v | ze@y > Rl Dunll 2o @)-
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Chiamiamo poi
up, — (un)u
Vp = .
|un — (Uh)UHLp(U)

Evidentemente, per ogni h € N

S

(vn)v =0, vl ry = 1, | Dvp || ooy <

Allora (vy) ¢ limitata in WP(U). Per il Teorema di Rellich, esistera (vj,) convergente

ad un qualche w in LP(U). In particolare,

(w)o =0, [wll ey =1,

quindi Djv,, — 0 in LP(U). Ora, per ogni ¢ € C(U), per ogni j =1,...,n,

/Uthngd,Cn: —/ DjUhkgOd,Cn
U U

e per il Teorema della convergenza dominata,

/ijgOd,C”:/OngodE”.
U U

Allora w € WP(U) con Dw = 0. Dal fatto che U ¢ connesso, segue w ¢ costante q.o. in
U. Tuttavia, essendo (w)y = 0, dovrebbe essere allora ||w|| >y = 0, in contraddizione

con ||wl|pp@y =1. =

Non approfondiamo nel dettaglio il caso p = n. Per il caso p > n, il risultato di

compattezza ¢ il seguente.

(7.5) Teorema (di Rellich-Kondrachov, p > n) Siano p > n, U limitato e con OU
di classe C*. Allora, per ogni 1 < q < p*, limmersione WP(U) — b ¢ compatta.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. =

Comunque, ricapitolando, se U limitato con U di classe C*, le seguenti immersioni

sono compartte:
Sobolev (1 < p <n) W'?(U) — LYU) per ogni 1 < g < p*,
Trudinger—-Moser (p =n) W'(U) < L%(U) per ogni 1 < ¢ < oo,

Morrey (p > n) W?(U) < % (U), quindi, in particolare, W?(U) < LI(U) per
ogni 1 < ¢q < o0.
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(7.6) Osservazione Quanto visto in questa sezione puo essere generalizzato al caso
W*P(U). Per i nostri scopi ¢ importante tenere presente che se U limitato con U di

classe C*, allora l'immersione H*(U) — HY(U) ¢ compatta.

Per completezza specifichiamo che, in un caso particolare, ¢ possibile dare un risultato

con ipotesi di struttura su U meno stringenti.

(7.7) Proposizione Siano 1 < p < +oo ed U limitato. L’immersione W, ?(U) < LP(U)

e compatta.
Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. =

(7.8) Proposizione Siano 1 < ¢ < +oo ed U limitato. L’immersione LY(U) — W~14(U)

e compatta.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. =

8 Spazi di Sobolev che coinvolgono il tempo

(8.1) Definizione Consideriamo (X, || ||) uno spazio di Banach su R e T > 0. Data
u € LY0,T;X), diciamo che v € L'(0,T;X) ¢ la derivata debole di u se per ogni

p e C(0,T)
T T
/ up'dL' = —/ u'pdLt.
0 0

(8.2) Notazione Consideriamo (X, || ||) uno spazio di Banach su R, p € [1,00| e T > 0.
Indichiamo con W'?(0,T; X) l'insieme delle w € LP(0,T; X) tali che v’ € L?(0,T; X). In
particolare, poniamo H'(0,T; X) = W12(0,T; X).

(8.3) Definizione Consideriamo (X,|| ||) uno spazio di Banach su R, p € [1,00] e
T > 0. Data uw € W'?(0,T; X), poniamo

_ (/0 (P + [l () 7) d£1>p 1<p< oo,

ess sup ([lu(t)[| + [lu'(?)[]) p
te[0,T

([l e0.7:3)

I
8

(8.4) Teorema Consideriamo (X, || ||) uno spazio di Banach suR, p € [1,00] e T > 0.
Data v € WHP(0,T; X), valgono i sequenti fatti:
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(a) esiste un rappresentante u* di u tale che u* € C([0,T]; X),

(b) per ogni s <t € [0,T] risulta
t
u(t) = u(s) +/ u'dCt,

(c) esiste C, dipendente solo da T, tale che

masx [u(®)] < Cllulwssors

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. =

(8.5) Teorema Data u € L*(0,T; HY(U)) con v’ € L*(0,T; H*(U)), valgono i sequenti
fatti:

(a) esiste un rappresentante u* di u tale che u* € C([0,T]; L*(U)),
(b) Uapplicazione {t = Hu(t)||%2(U)} ¢ assolutamente continua e per q.o. t € [0,T]

thu(t)H%z(U) =2 (u'(t),u(t)),

(c) esiste C, dipendente solo da T, tale che

nax lu(®) |2y < C (Ilull 2oy + 1 201y )

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

9 Operatore di Nemytskij

(9.1) Lemma Consideriamo X,Y due spazi di Banach su R ed E C X. Se (fp) in
C(E;Y)NK(E;)Y) e f: E—Y tale che per ogni B C E limitato

lim|[ fo = fllzee vy = 0,

allora f € C(E;Y)NK(E;Y).
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Dimostrazione. Innanzitutto, essendo limite uniforme di applicazioni continue, per ogni
B C F limitato f e continua su B. In particolare, per ogni x € E possiamo affermare
che f & continua su B(z, 1), quindi f & continua in z. Da cio si deduce f € C(E;Y).
Poiché Y & completo, basta dimostrare che per ogni B C E limitato si ha che f(B) ¢
totalmente limitato in Y. Fissiamo B C F limitato. Dato ¢ > 0, sia h € N tale che

Ifo = fllee iy <

Wl M

Per compattezza di fj, si ha che f,(B) ¢ compatto, quindi puo essere ricoperto da un

numeri finito di palle di raggio minore di ¢, ossia esistono y, ...,y tali che

k
€
f(B) € U B(y;, 6)-
j=1
Per ogni j = 1,...,k consideriamo
. € €
Cj = {y €Y. dlSt(yaB(yj> 6)) < 3}

Applicando la disuguaglianza triangolare a 21,24 € C; e 23,23 € B(y;, ), si ottiene
diam(C}j) <e.

Se y € f(B), allora esiste x € B tale che y = f(z) e

3

ly = fu(@)lly = 1f(2) = ful@)lly < 3.

Inoltre, esiste j = 1,..., k tale che f,(z) € B(y;, ¢), quindi y € C}, da cui

J=1

Nel corso di questa sezione, F denotera un sottoinsieme misurabile di R”.
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(9.2) Definizione Diciamo che un’applicazione g : E x R¥ — R ¢ di Carathéodory , se

valgono i sequenti fatti:
(a) per ogni s € R* applicazione {x — g(x,s)} ¢ misurabile su E,

(b) per q.o. & € E Uapplicazione {s — g(x,s)} ¢ continua su RE.

(9.3) Notazione Data un’applicazione v : E — R* denotiamo con g(z,u) : E — R
I'applicazione {z — g(x,u(x))}.

(9.4) Teorema Se g : E x R* — R un’applicazione di Carathéodory, allora per ogni
applicazione misurabile v : E — R¥, Uapplicazione g(x,u) : E — R ¢é misurabile.
In particolare, se u,v : E — R* sono misurabili ed uguali q.o. in E, anche g(x,u) e

g(x,v) sono uguali q.o. in E.
Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. =

(9.5) Teorema Sia g : ExRF — R un’applicazione di Carathéodory e siano py,. .., pr,q €
[1,4+00[. Supponiamo che esistano a € L1(FE) e b € R tali che

p
19(z, 51, ., s0)| < a@) +blsy| T + -+ bsy| @

per q.o. x € E e per ogni s € R, Allora per ogni uy € LP(E), ..., uy € LP*(E) si ha
g(x,uy, ... u) € LUE) e lapplicazione G : LP*(E) x ... LP*(E) — LY(E) tale che

g(uly cee ,Uk) = g(xaula cee auk)
e continua.

Dimostrazione. Siano u; € LPY(E), ..., u; € LP*(E). Per il Teorema (9.4), g(z, u1, . . ., ug)
¢ ben definita, come classe di equivalenza, ed ¢ misurabile.

Dal momento che

‘g<x7u17 s 7uk>’q < (G'(SU) + b|ul|%1 4+ ... 4 b‘uk‘%) <
< (k+ 1)(1*1 (a(z)? + b9|ug[Pr + - - - + b9|ug|P)

risulta

[E\g(x, wr, )" < (kA 1) (lallfaggy + o gy + -+ 0l sy
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Ne segue g(x,uq,...,u;) € LI(E).
Sia ora, per j =1,...,k, (u( )) una successione convergente ad u; in LP7(E). Per ogni

sottosuccessione (ug-h’)), esistono una sottosuccessione ( g-h )) e w; € LP(E) tali che

lim ugh”)(x) = u;(z) per q.o. x € E,

\ughlr)| <w; qo.in E.

Per continuita di g, a meno di ulteriori sottosuccessioni,

li}{ng(ﬂf ug ”)(:v), . u(h”)(:v)) =g(x,ui(z),...,u(x)) per q.o. x € E,

lg(z, ud") YT < (4 1) (@ 4+ b - 4 b)) quo. in B

e, per il Teorema della convergenza dominata,

hm/ lg(x ugh” . ,(Ch”)) —g(x,uy,...,ug)|%dL" =0,
ossia g(z, ugh”), . ,u,(fh”)) — g(z,uy,...,ux) in LY(E). Allora g(z, M ,u,(ch)) —
g(x,uy,...,u) in LY E), ossia G & continua. m

(9.6) Definizione Sia g: E x RF — R un’applicazione di Carathéodory. L’applicazione
G:LP(E) x...LP*(E) — Li(E) tale che

g(uly"'auk) :g($au17"-auk)

st chiama operatore di Nemytskij o operatore di superposizione associato a g.
Iniziamo dallo studio della continuita.

(9.7) Corollario Siano g : U x (RxR") — R un’applicazione di Carathéodory, p € [1,n]
e q € [1,400[. Supponiamo che esistano a € L4(U) e b € R tali che

l9(x,5,€)| < a(x) + b|s|T=ma + bl¢|a

per qo. = € U e per ogni (s,6) € R x R*. Allora per ogni v € WyP(U) si ha
g(z,u, Du) € LYU) e Uapplicazione T : Wy (U) — L4(U) tale che

T (u) = g(x,u, Du)

e continua.



94 CAPITOLO 1. SPAZI DI SOBOLEV

Dimostrazione. Per il Teorema (9.5), I'applicazione W, : L%(U) x (LP(U))" — LY(U)
tale che

Uy (u,v1, ..., 0) = gz, u,v1, ..., 0,)

¢ ben definita e continua. Inoltre, per ogni j = 1,...,n l'applicazione lineare ®; :
WyP(U) — LP(U) tale che
(IDju = Dju

e continua, infatti

I1Djull ey < 1Dull ey = llullyr -
Dal momento che, per la disuguaglianza di Poincaré, I'immersione WiP(U) < L#5(U)
& continua, I'applicazione lineare Wy : Wy (U) — L%(U) x (LP(U))" tale che
Vou = (u, Du, ..., Dyu)

¢ continua, infatti

2 _ 2 2 2 2
[zl e, — ul? ga, , + 1Dy + -+ [ Datloy < Clulfygogey

)x(LP(U))"

La tesi segue dal fatto che T =V, 0U,. =

(9.8) Corollario Siano g : U x (R xR"™) — R un’applicazione di Carathéodory, p € [1,n]

n—1"

eqe }L —l—oo}. Supponiamo che esistano a € L%(U) e b e R tali che

n+q)

p(n+q) p(
9(, 5,8)| < a(x) + bls| = + b|¢|

per qo. = € U e per ogni (s,6) € R x R*. Allora per ogni v € WyP(U) si ha
g(z,u, Du) € W=9(U) e Uapplicazione T : Wy P (U) — W=14(U) tale che

T (u) = g(x,u, Du)

¢ continua.

Dimostrazione. Per il Corollario precedente, Papplicazione ¥ : Wy *(U) — Lnanq(U ) tale
che
Vu = g(x,u, Du)

e ben definita e continua. La tesi segue dunque dal fatto che, per la disuguaglianza di

: . . : ng_ _ . :
Poincaré duale, 'immersione L»+e(U) — W~19(U) & continua. =
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(9.9) Osservazione Il Corollario (9.8) appena dimostrato vale, in particolare, per ¢ = p'.

Affrontiamo ora lo studio della compattezza.

(9.10) Teorema Siano g : U x (R x R") — R wun’applicazione di Carathéodory, p € [1,n]
n—17

eqe }L +oo}. Supponiamo che per ogni € > 0 esista a. € Lnantz(U) tale che

p(n+q)

p(n+q)
|9(z,5,8)] < as(z) + els| =1 + e]g|

per q.o. x € U e per ogni (s,€) € R x R™. Allora Uapplicazione T : Wy (U) — W—14(U)
tale che
T(u) = g(x,u, Du)

e continua e compatta.

Dimostrazione. La continuita segue dal Corollario (9.8).

Vediamo, innanzitutto, il caso in cui esistono R > 0 ed a € L*(U) tali che
lg(x,s,&)| < a(x) per qo. x € U ed ogni (s,£) € R x R",

a(x) =0 per q.o. z € U\ B(0, R).

Consideriamo (uy,) in W, ?(U) limitata. Siccome
lg(, wns Dun) Loy < @l Lo £"(B(0, R)) < +o0,

allora (g(x,up, Duy)) € limitata in LY(U) e g(x,up, Dup) = 0 q.o. in U \ B(0, R). Sia
Ve CP(B0,R+1)) taleche 0 <9 <1ed=1inB(0,R).
Per la Proposizione (7.8), a meno di sottosuccessioni, (g(x,up, Duy)) converge in

W=4(UNB(0, R+1)), quindi & di Cauchy in W~9(UNB(0, R+1)). Per ogni v € W7 (U)
si ha che Yv € W, ’q/(U N B(0, R+ 1)), quindi, per la disuguaglianza di Poincaré,

/(g(x,uh, Duy,) — g(x,uk,Duk))vd£"| =
U

/ (9(x,up, Dup) — g(x, ug, Dug))vdL"| =
U

NB(0,R)

/ (g9(x, up, Dup) — g(x, ug, Duy))dvdL"
UNB(0,R)

<

/ (9(x,up, Dup) — g(z, ug, Duy,) )Jvd L™
UNB(0,R+1)

S ”g(l‘, Up,, DUh) - g(xa Uk, Duk) ||W*1’q(UﬂB(0,R+1)) ||19U||W01’ql(UﬁB(O,R+1)) S

< CHg('I, Uhs Duh) - g(l', Uk, Duk)HVV*lvq(UﬁB(O,R—i-l)) ||/U||W01’q,(U)7
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da cui

lg(z, un, Dup,) — 9($7uk,DUk)||W—l’q(U) <

< Cllg(x, un, Dup) — g(x, ug, Dug)||w-1.a@wnso,r+1))
per cui (g(z, up, Duy)) ¢ di Cauchy in W=14(U), quindi convergente.
Vediamo ora il caso in cui esista a € Ln+a (U) tale che

lg(z,5,€)| < a(x) per q.o. x € U ed ogni (s,&) € R x R".

Consideriamo
9(z,5,€) sea(x) <hela <h,
gh(flf, S, 5) =
0 altrimenti,
e
a(z) sea(x)<helz| <h,
an(x) =

0 altrimenti,

Evidentemente gj ¢ di Carathéodory e
lgn(z, s,8)| < an(x) per q.o. x € U ed ogni (s,£) € R x R".
Allora, per il passo precedente, applicazione Ty, : Wy P(U) — W~54(U) tale che
Trn(u) = gn(z,u, Du)
& continua e compatta. Siccome per ogni u € W, (U) si ha
/U|g(:1c, u, Du) — gu(x,u, Du)|" i dL" < /Uafﬁfq(l — X{zeRra(z)<h} XB(0,n) ) AL".
Dal Teorema della convergenza dominata, si deduce che per ogni B C Wol P(U) limitato,

=0.

h}an ilelg llgn(z, u, Du) — g(x,u, Du)| L5 o
Per la Disuguaglianza di Poincaré duale,

lim sup [|gn (@, u, D) = g, u, Du) w10 = O,
uEB

che, combinata con il Lemma (9.1), da la compattezza desiderata.
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Nel caso generale, per ¢ = &, con h € N \ {0}, esiste aj, € L%(U) tale che

1 p(ntq) 1 p(n+q)
19(2, 5, )| < an(z) + 3 [s[0P0 4 o [€]

per q.o. x € U e per ogni (s,£) € R x R". Poniamo
gn(z,s,€) = min {max {g(x, s,&), —an(z)} an(x)} .
Evidentemente g; ¢ di Carathéodory e
lgn(z, s,€)| < ap(x) per q.o. x € U ed ogni (s,&) € R x R™.
Allora, per il passo precedente, applicazione Ty, : Wy P(U) — W~14(U) tale che
Tn(u) = gn(w,u, Du)

é continua e compatta. Osservando che

p(n+q)

1, et 1
92, 5,6) = gn(, 5, )] < ]s| e + 1] T

per q.o. € U e per ogni (s,£) € R x R, per ogni u € W, ?(U) si ha

ng ng—n—q ]_ nqu np
[lote5.9 i se)Facn <275 (1) ([ iac+ [ 1purace)
U h U U

e, per la disuguaglianza di Poincaré,

ng

ng 1\ n+q P
nta n - n— p
/U‘g(x’ 576) - gh<x7 3£)| fadL < C (h) <Hu| W&I:p(U) + HuHWOl’p(U)) :
Pertanto per ogni B C W,y (U) limitato si ha

lim sup lgn(@, u, D) = g(a, u, Du)|| wa = = 0.

Per la Disuguaglianza di Poincaré duale,

li}rbn sup ||gn(z, u, Du) — g(z, u, Du)|lw-1a@y = 0,
ueB

che, in combinazione con il Lemma (9.1), da la compattezza desiderata. m
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(9.11) Osservazione Il Teorema (9.10) appena dimostrato vale, in particolare, per
qg=1p'. In questo caso la stima di crescita su g assume la forma

n(p—1)+p n(p—1)+p

lg(x,5,8)| < ac(zx)+els| mr +elé|™ = .

(9.12) Osservazione E opportuno confrontare la condizione di crescita del Teorema

(9.10) con quella del Corollario (9.8). Gli esponenti 1(77(171;;1; e p(%q) rappresentano gli
andamenti critici con cui st puo garantire la continuita, ma non la completa continuita
dell’operatore. Non appena si rimane al di sotto di tali crescite, come nel Teorema (9.10),
st ottiene la completa continuita dell’operatore. Non occorre invece imporre una diversa
sommabilita sul termine a.. Si osservi anche che nel Teorema (9.10) non viene fatta

alcuna ipotesi sull’aperto U. In particolare, non si richiede che U sia limitato.

(9.13) Corollario Siano g : U x (R x R") — R un’applicazione di Carathéodory,
p €[l,n] eq € }%,—l—oo}. Supponiamo L"(U) < +oo e che esistano a € L"LJ;;‘I(U),

beR, ry€ [1, 7(’&;37;{ er; € [1, p(%q)[ tali che

l9(2,5,8)| < alx) 4 b|s[™ + blg|™

per q.o. & € U e per ogni (s,€) € R xR™. Allora Uapplicazione T : WyP(U) — W=14(U)
tale che
T(u) = g(z,u, Du)

¢ continua e compatta.

Dimostrazione. Ricordiamo che, per la Disuguaglianza di Young pesata, per ogni o €
]1,400[,s,t € Red e > 0siha

o a—1 o
|st] <els|* + ———t|*-
a—Ilga-1
Scelti
o p(n+Q)7 B:p(nJrQ)
(n —p)aro (ngr

per ogni € > 0 risulta

a—1 ’ ﬁ —1 p(ntq

/ p(ntaq) p(nt+q)
l9(z,s,8)| <alx) + —F—b" — b’ + els| e 4 g|&] e .
Qa-Tga-1 BFTeFT

+
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D’altronde, avendo U misura finita, ogni funzione costante appartiene a Lanq(U ). La tesi

discende allora dal Teorema (9.10). =

(9.14) Osservazione Il Corollario appena dimostrato vale, in particolare, per ¢ = p'.






Capitolo 2

Equazioni ellittiche lineari del

secondo ordine

1 Introduzione

Nel seguito indicheremo con A = 37", 8‘9—;2 I'operatore di Laplace, o Laplaciano. Altro
i

non ¢ che la traccia della matrice hessiana.

Iniziamo presentando I’esempio capostipite di tutta la teoria che intendiamo costruire.

(1.1) Esempio (problema di Poisson) Siano U limitato con U di classe C ed

f € L*(U). Siamo interessati alle applicazioni u che soddisfano

(1.2)

—Au=f inU,
u=>0 su oU.

Se f =0, chiamiamo tali applicazioni armoniche.

Data f € C(U), diciamo che u é una soluzione classica del problema di Poisson (1.2),
seu € CHU)NC(U), —Au(x) = f(x) per ogni x € U e u(x) = 0 per ogni x € OU.

Supponiamo dunque di avere una soluzione classica u. Allora per ogni x € U,

—Au(r) = f(z).

Moltiplicando ambo © membri per una certa p € C°(U) ed integrando otteniamo

—/ Augod/i":/fcpdﬁn
U U

101
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e per le formule di Gauss—Green abbiamo quindi, per ogni ¢ € C(U)

(1.3) /Du-Dgpd[," = / fodl"
U U

L’equazione (1.3) ha significato in condizioni molto piu deboli rispetto a quelle classiche.
In particolare ha senso per uw € HY(U). Data f € L*(U), diciamo quindi che u é una
soluzione debole del problema di Poisson (1.2), se u € Hy(U), in modo che sia u =0 al

bordo nel senso delle tracce, e per ogni ¢ € HY(U) valga (1.3).

Osserviamo subito che, mentre una soluzione classica é anche una soluzione debole, il

viceversa non € scontato.

Infine, diciamo che u ¢ una soluzione forte del problema di Poisson (1.2), seu € H}(U)
e —Au(x) = f(x) per qo. z € U.

Osserviamo che, se u ¢ una soluzione debole e u € HE (U), allora u é una soluzione
forte. Infatti dal fatto che per ogni p € C(U)

/Du-Dgpdﬁ" = / fodl™,
U U

per definizione di derivata debole abbiamo subito, essendo di fatto il dominio di integrazione

il supporto di p, che é compatto,

—/ Augod/i":/fcpdﬁn
U U

0881a

/(—Au — f)edL™ =0
U

e per il lemma di Du Bois—Reymond —Au — f =0 q.o. in U.!

Nel corso di questo capitolo studieremo principalmente il problema differenziale con

condizione di Dirichlet

Lu=f inU,
u=0 sudU,

(1.4)

dove U ¢ un aperto limitato di R” con OU di classe C!, f : U — R ¢ un dato, u: U — R ¢

I'incognita e L denota un operatore differenziale del secondo ordine a coefficienti funzioni

IQui il laplaciano & costituito dalle derivate deboli, quindi di fatto & un laplaciano debole.
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che puo essere non in forma di divergenza

Lu=—"Y a;D}u+Y bDu+cu

ij=1 i=1

oppure in forma di divergenza
n

ij=1 i=1

In particolare, L ¢ lineare.

(1.5) Osservazione Se a;; € C'(U), le due forme sono equivalenti. Infatti, I’operatore

puo essere scritto come

Lu=—> a;D}u+) biDyu + cu

ij=1 i=1
con b; = b; — Z;szl Dja;;, che ¢ chiaramente non in forma di divergenza.

(1.6) Definizione Diciamo che l'operatore differenziale L é uniformemente ellittico, se

esiste v > 0 tale che per q.0. x € U e per ogni & € R™ si ha
n
> ai(@)6€ > v|EP
ij=1

In altre parole, per q.o. x € U, la matrice A = (a; j(x)) é definita positiva ed il pitu piccolo

autovalore ¢ maggiore uguale a v.

Nel caso a;; = 6;;,b; = 0,c = 0, abbiamo L = —A. Quindi L puo essere visto come
una generalizzazione dell’operatore di Laplace.
(1.7) Osservazione Possiamo dare un’interpretazione fisica dell’operatore L:

e il termine di secondo ordine A : D*u = sz':l aijDﬁju, rappresenta la diffusione di

u in U. I coefficienti a;; descrivono l'anisotropa ed eterogenea natura del mezzo;

e il vettore f = —ADu rappresenta la densita di flusso diffusivo. La condizione di
ellitticita, f - Du < 0, puo essere interpretata come la tendenza del flusso a passare

dalle zone a concentrazione maggiore verso quelle a concentrazione inferiore;

o il termine di primo ordine b - Du = 7" | b;D;u rappresenta il trasporto attraverso
U;

o il termine di ordine zero cu descrive le sorgenti (risp. i pozzi) locali.
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2 Formulazione debole

(2.1) Definizione Siano U un aperto limitato di R™ con OU di classe C', f: U — R
un’applicazione continua ed L un operatore differenziale in forma di divergenza con
aij € CHU),bj,c € C(U) per ognii,j =1,...,n. Diciamo che u é una soluzione classica

del problema di Dirichlet

(2.2) {Lu =f inU,

u=0 sudU,

seu € C*(U)NC(U), Lu(z) = f(x) per ogni x € U e u(x) = 0 per ogni x € OU.

Se u ¢ una soluzione classica di

Lu=f inU,

u=0 sudU,
allora per ogni z € U,

Lu(z) = f(x)

Moltiplicando ambo i membri per una certa ¢ € C°(U) ed integrando otteniamo

/Lugpd[,”:/fgpdﬁn,
U U

ossia

ij=1 i=1

/ (_ > Dj(ai;Diu) + > bDju + CU) pdL" = / JpdL",
U U

che corrisponde a

ij=1 i=1

/ (‘ > Dj(aijDu)p + Y biDiugp + CUSO) dl" = / fodLl".
U U

Per le formule di Gauss—Green abbiamo quindi, per ogni ¢ € C°(U)

/ Z a;jDiuDjp + Z b;D;up + cup | dL" = / fedLl™.

U \4,j=1 i=1 U

Osserviamo che 'equazione precedente ha significato con f € L*(U) e u,p € H}(U).
Sulla base della precedente osservazione, possiamo quindi dare un nuovo significato

all’espressione "risolvere un problema di Dirichlet".
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Nel seguito, salvo diversa specificazione, supporremo sempre che U sia un aperto
limitato di R™ con OU di classe C' e che siano assegnati f € L*(U) ed un operatore

differenziale L uniformemente ellittico in forma di divergenza tale che
e perognii,j=1,...,n,
aij = Clji.

In altre parole, A & simmetrica,

e perognii,j=1,...,n,

Q5,4 bi,C S LOO(U>

(2.3) Definizione Sia B : H}(U) x H}(U) — R Uapplicazione bilineare tale che

B(u,v) = /U ( Z a;; DiuDjv + Z b;D;uv + cuv) dcr.

Q=1 i=1
Chiamiamo B la forma bilineare associata ad L.
La definizione precedente ¢ ben posta.

(2.4) Definizione Diciamo che v € H}(U) ¢ una soluzione debole del problema di
Dirichlet

Lu=f inU,
(2.5)
u=">0 su oU,
se per ogni v € H(U),
B(u,v) = (f|v)2 (Formulazione variazionale)

dove (| )2 denota il prodotto scalare in L*(U).

(2.6) Definizione Diciamo che u é una soluzione forte del problema di Dirichlet

Lu=f inU,
u=">0 su OU,

(2.7)

seu € HY(U) e Lu(x) = f(x) per q.o. x € U.
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(2.8) Proposizione Se u é una soluzione debole del problema di Dirichlet

Lu=f inU,
u=">0 su 0U,

(2.9)

euw € HE . (U), allora u ¢ una soluzione forte dello stesso problema.
Dimostrazione. Si tratta di una variante di quanto visto nell’esempio (1.1). =

(2.10) Osservazione Il lettore potrebbe essere ora sconfortato, in quanto abbiamo
definito solo soluzioni di problemi con condizione al bordo nulla. In realta questo non e

restrittivo. Consideriamo il problema

Lu=f inU,
u=g¢g sudl.
Se cerchiamo soluzioni deboli, la seconda condizione significa che Tu = g, ossia che g é

la traccia di una qualche funzione w € HY(U). Ma allora i = u —w € H}(U) ¢é soluzione

del problema

dove f = f — Lw € H(U) = (H'(U))'.

Concludiamo la sezione con un’osservazione riguardo una possibile generalizzazione

che non tratteremo.

(2.11) Osservazione La forma bilineare B ¢é ben definita gia con a;; € L>(U),b; €
L"(U) ec € L3(U). La motivazione ¢ una semplice applicazione della disuguaglianza di
Holder generalizzata, infatti per ogni i,j = 1,...,n, essendo u,v € H}(U), Dyu, Djv €
L*(U) e quindi

| s DaiDselag” < o Il Dyl < -+,
[ IDaelact < bl Dol < +oc
U

/Icuvldﬁn < lellg [lullz2llvfl2 < +o0.
U
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3 Esistenza di soluzioni deboli

Affrontiamo in questa sezione la teoria dell’esistenza delle nostre simpatiche soluzioni

deboli, con la speranza che si rivelino in seguito piu regolari di quanto assunto.

(3.1) Notazione Indichiamo con |[u| g1y = [[Dul|r2(w)-

(3.2) Proposizione Valgono i sequenti fatti:

(a) B ¢ continua, ossia esiste a > 0 tale che per ogni u,v € Hg(U),
|B(u,v)| < aHuHHol(U)HUHHé(U)>

(b) esistono 8> 0 e~y > 0 tali che per ogni u € H}(U),

BHUH%&(U) < B(u,u) + 7l[ull720).

Dimostrazione.

(a) Innanzitutto,

| B(u, v)] <

/ ( Z CLile'uDj’U + Z leZUU + CUU) dc"
U

ij=1 i=1

IN

Y sl [ IDllDyelac” + 3 Wl [ [Daulelde” + el [ Jullojac

ij=1 i=1

Ora, per la disuguaglianza di Holder,
| B(u, v)| < Cil[Dullz|| Dvllz + Col| Dull2||v]l2 + Cs|lull2]|v]]2
e, per la disuguaglianza di Poincaré,
| B(u,v)| < Cil[Dullz|| Dvllz + Col| Dull2|| Dvl|z + Cs|| Dull2]| Dl < Cllull g o 0] 0r)-

Si tratta quindi di considerare a > C.
(b) Per la condizione di uniforme ellitticita, esiste v > 0 tale che per q.o. x € U e per
ogni £ € R" si ha

Y ag()&; > viEf

ij=1
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Allora preso & = Du,
1// |Du|2d£" < Z a;;DiuDjudl" = B(u,u) — ZbiDiu udLlL" — / cu?dlr <
U Uij=1 Ui=1 U

/ cudLm
U =1 U

< B(u,u) + Y [ |bi]| Diul|uldL™ + / |c||ul?dL™ <
U

i=1JU

< B(u,u) + + <

< B(u,u)—|—ZHbiHoo/]DiuHu\d[,"+ |]c|]oo/|u]2d/$".
=1 U U

Ora, per la disuguaglianza di Young pesata, dato € > 0 tale che

n v
o> Il < 2,
i—1

possiamo scrivere

1
/|Diu||u|d£" §5/|Du|2d[,”—l—/|u|2d£”
U U e Ju

e quindi esiste C' > 0 tale che
;/]Du|2d£” < B(u,u) + C'/ lu|?dL" = B(u,u) + Cllull3,
U U

da cui la tesi. m

(3.3) Teorema (di esistenza di soluzioni deboli, I) Esiste v > 0 tale che per ogni

p > v esiste un'unica soluzione debole uw € H}(U) del problema di Dirichlet

Lu+pu=f inU,
u=20 su oU.

Dimostrazione. Sia vy > 0 conforme alla Proposizione (3.2). Dato p >+, consideriamo la
forma bilineare
B!L(u7 U) = B<u7 U) + ,U,(U|’U)2

Per la Proposizione (3.2), B, ¢ continua e coercitiva. Allora, per il Teorema di Lax—

Milgram, per ogni f € L*(U), esiste ed ¢ unica v € H}(U) tale che per ogni v €
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Hy (U)
By(u,v) = (f[v)2,

da cui la tesi. m

(3.4) Definizione Chiamiamo operatore aggiunto di L [applicazione L' formalmente
definita da

L'u=— Y D;(a;Dju) — ZbDu—l—(c—ZDb)

ij=1
Chiamiamo poi forma bilineare aggiunta di L [’applicazione bilineare B' : HJ(U) %
H}(U) = R tale che per ogni u,v € H}(U)

B'(u,v) = B(v,u).
Diciamo infine che uw € H}(U) é soluzione debole del problema

L'u=f inU,
u=>0 su oU,

se per ogni v € Hy(U)

B'(u,v) = (f[v)2.

(3.5) Osservazione La definizione precedente nasce in maniera molto naturale.

B'(u,v) = B(v,u) = / (Z ai;DivDju+ Y b;Dvu + cvu) acr,
U

ij=1 i=1

ma per ogni ¢ = 1,...,n, nel caso regolare,

U U U U

Quindi

2,7=1 =1

B'(u,v) = aZDvD U+ bDuv+ (c— Db Juv | dL”
U J

ed & quindi naturale porre

L’u = — Z DZ (aiiju) — Z lezu + (C — Z Dzl%) Uu.

ij=1 i=1 i=1
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(3.6) Teorema (di esistenza di soluzioni deboli, IT) Una delle sequenti affermazioni

¢ vera®:

(a) esiste un'unica soluzione debole uw € H}(U) del problema di Dirichlet

Lu=f inU,
u="0 su OU,

(b) esiste una soluzione debole uw € H}(U), non nulla, del problema di Dirichlet

Lu=0 inU,
u=0 su oU.

In particolare, si ha che dim N'(L) = dim N (L) < +o0.
In ogni caso, il problema di Dirichlet

Lu=f inU,
u=">0 su OU,

ammette una soluzione debole se e solo se per ogni v € N(L')

(flv)2 = 0.

Dimostrazione. Innanzitutto, per il primo Teorema di esistenza di soluzioni deboli, scelto

p =, per ogni g € L*(U) esiste una ed una sola u € H}(U) tale che per ogni v € H}(U)
B, (u,0) = (glv)s.
In particolare, B, ¢ biettivo in u allora possiamo porre formalmente
u=1L"g,

intendendo che u ¢ 'unico elemento di H}(U) che soddisfa la formulazione variazionale

del problema avente come operatore L, = L + yId.

2In mutua esclusione.
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Osserviamo che v € Hj(U) ¢ una soluzione debole del problema

Lu=f inU,
u=0 sudU,

se e solo se per ogni v € H}(U)

By (u,v) = (yu + flv),

ossia se e solo se
u=L'(yu+ ).

Poniamo Ku = yL> Yweh = L Lf. Allora l'ultima uguaglianza puo essere riscritta come
u— Ku=h.

Mostriamo che K : L*(U) — L*(U) & un operatore compatto. Per la Proposizione
(3.2)
5”“”%13@) < Byfu, u] = (glu)2,

ma per la disuguaglianza di Holder,
(glu)2 < [lgll2llull2

e per la disuguaglianza di Poincaré,

gll2llullz < Cllgllzllullm ),

pertanto S|ull 1wy < Cllgll2 e quindi, dal fatto che per ogni g € L3(U)

1Kl a1y = ||7L«_,19||H5(U) = [lyull ma vy

si ha [[Kg|lgiwy < Cllgll2- Sia quindi (gp) limitata in L*(U). Allora, per la disuguaglianza
precedente, (Kgy) ¢ limitata in Hj(U). Essendo 'immersione Hj(U) < L?(U) compatta
per il Teorema di Rellich, si ha che (Kgp,) ammette una sottosuccessione convergente
in L?(U). Allora K & compatto. La tesi dunque segue dal Teorema dell’alternativa di
Fredholm. =

3nfatti,
Lu=f<+= Lyu=Lu+yu=f+yu
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(3.7) Teorema (di esistenza di soluzioni deboli, III) Esiste un insieme 3 C R al

pit numerabile con le sequenti proprieta:

(a) esiste ed é unica la soluzione debole del problema di Dirichlet

Lu= M+ f inU,
u=20 su oU,

se e solo se A ¢ X,

(b) se ¥ ¢ infinito, allora ¥ = {\, : h € N} tale che A\, — +o0.

Dimostrazione. Sia, innanzitutto, v definito dal primo Teorema di esistenza di soluzioni
deboli. Supponiamo senza perdita di generalita che A > —y e v > 0.

In base al secondo Teorema di esistenza di soluzioni deboli, il problema dato ha
un’unica soluzione se e solo se la soluzione nulla ¢ 'unica soluzione del problema omogeneo
associato.

Quest’ultimo fatto e equivalente al fatto che la soluzione nulla sia ['unica soluzione
del problema di Dirichlet

Lu+~u=(y+ANu in U,
u=20 su oU,

che puo essere riscritto come v = L7 (y+A)u = %’\Ku, dove al solito K : L*(U) — L*(U)
AT -1, 8
tale che K'u = yL_ u ¢ un operatore compatto.
Quindi, avere come unica soluzione del problema omogeneo associato la soluzione
nulla corrisponde a richiedere che v%\ non sia un autovalore di K. Ossia A non deve
essere del tipo successione che tende a +oo per la ben nota forma degli autovalori di un

operatore compatto. m
Osserviamo che il problema di Dirichlet

Lu=Mu in U,
u=">0 su OU,

ha soluzione non nulla w se e solo se A € 3. In questo caso A ¢ detto autovalore di L e w

autofunzione. Cio giustifica la seguente definizione.

(3.8) Definizione L’insieme X del Teorema precedente é detto spettro di L.
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(3.9) Corollario Sia A ¢ 3. Allora esiste una costante C' > 0, dipendente solo da \,U
ed L, tale che per ogni f € L*(U), detta uw € HY(U) la soluzione debole del problema di

Dirichlet
Lu=Xu+f inU,

u=20 su 0U,

risulta

[ull2 < Clifl2:

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che esistano (f;,) in L*(U) e (uy) in Hg(U)

tali che per ogni h € N w, sia la soluzione debole del problema dato e

lunll2 > Bl fall2-

Poniamo u;, = H;f%

debole del problema di Dirichlet

e fp= quﬁ Allora ||ag|l2 = 1 e, per linearita, , ¢ la soluzione

Liiy, = Nap, + fn, in U,
Up = 0 su aU7

con 1 > hl| fu|l2. Allora per h — 400, f, — 0 in L2(U).
Inoltre, dalla Proposizione (3.2) combinata con la formulazione variazionale,
B(an, ) +llanl3 _ Ay + ful@n)z + 7

<2
up, < =
|| “H(%(U) 8 3

ed applicando la disuguaglianza di Holder,

. A+ fulla +
il < 222

Ricordando che (f;) & convergente, quindi limitata, in L*(U), si ha
lanll mpwy < C,

ossia (@) limitata in H}(U). Essendo H}(U) riflessivo, per il Teorema di Eberlein—
Smulian, a meno di sottosuccessioni @, — @ in H(U). In particolare, @, — @ in L*(U)
e Dju, — D;u in L*(U). Ora, per ogni v € H}(U) e per ogni i,j = 1,...,n, si ha che
ai; Dy, by, cv,v € L*(U) e per la disuguaglianza di Holder (f,|v); — 0. Allora passando
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al limite nella formulazione variazionale
By, v) = (Aan + fu]v)s,

ossia,
/ Z aijDithDjU + szDzﬂhv + C’thv dL" = /\/ ﬂ]ﬂ)dﬁn + / fh?}dﬁn
U \ij=1 i=1 U U
per definizione di convergenza debole,
/ Z a;;D;uDjv + Z b;D;tv + cuv | AL = )\/ avdL"
U \ij=1 i=1 U

ossia 4 e soluzione debole del problema di Dirichlet

Li=Mu in U,
u=0 su oU.

Essendo A ¢ ¥, deve essere o = 0. L’assurdo deriva dal fatto che, per il Teorema di Rellich,
le convergenze deboli trovate, a meno di sottosuccessioni, sono in realta convergenze forti.

Essendo la norma continua si ha ||aljs =1. =

(3.10) Osservazione La costante C' del teorema precedente tende a +o0o all’avvicinarsi

di A ad un autovalore.

Concludiamo la sezione con un breve affondo sui problemi di Neumann. Analizziamo

solo I'operatore di Laplace con condizioni al bordo nulle

—Au=f inU,
%:0 su oU

e U connesso.

(3.11) Definizione Sia U connesso. Data f € C(U), diciamo che u € C*(U) é una

soluzione classica del problema di Neumann

—Au=f inU,
%:0 su oU,

se per ogni per ogni x € U —Au(z) = f(z) e per ogni x € OU $“(z) = 0.
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Supponiamo dunque di avere una soluzione classica u. Allora per ogni z € U,
—Au(z) = f(z).

Moltiplicando ambo i membri per una certa ¢ € C*°(U) ed integrando otteniamo

—/ Augodﬁ":/fgpdﬁn
U U

e per le formule di Gauss—Green abbiamo quindi, per ogni ¢ € C*(U)

/ Du - DpdL™ — / @@d’}{”* = / fodLl"
U ou OV U

ed imponendo la condizione sulla derivata normale si ha

/Du-Dgpdﬁ" = / fodl".
U U

L’equazione precedente ha significato in condizioni molto piu deboli rispetto a quelle
classiche. In particolare ha senso per u € H'(U). Risulta naturale quindi porre la

seguente definizione.

(3.12) Definizione Sia U connesso. Diciamo che uw € H'(U) ¢ soluzione debole del

problema di Neumann

—Au=f inU,
%:O su oU,

se per ogni v € HY(U)
/Du-Dvdﬁ" = / fodLl".
U U

(3.13) Teorema Sia U connesso. Allora esiste u € H'(U) soluzione debole del problema

di Neumann

—Au=f inU,
%:0 su oU,

se e solo se

/de[," = 0.
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Dimostrazione. Sia B : H'(U) x H'(U) — R I'applicazione bilineare tale che
B(u,v) = / Du - DvdL".
U

Siccome
|B(u,v)| < [[Dull2|| Doll2 < [[ullgr@n 1ol mwy,

B ¢ anche continua. Chiaramente poi l'applicazione {v — [, fodl" = (f \v)g} ¢ lineare e

| /U Fodlr

< [[fll2llvll @),

quindi ¢ continua.

Consideriamo il sottospazio chiuso di H*(U)

X:{ueHl(U):/udE”:O}

fuls = f 1puac)
U

Notiamo subito che, per il Teorema di Poincaré a media nulla, esiste C' > 0 tale che per

e lo dotiamo della norma

ogni u € X
[ulls < C|[Dull,

allora la norma || ||x & equivalente a quella dello spazio ambiente. Inoltre, se v € X

/U fodLr

pertanto I'applicazione {v — [, fodl" = (f |’U)2} ¢ lineare e continua anche su X. Defi-

< Aol @)y < Clifll2llvllx

niamo 'applicazione bilineare e continua B : X x X — R tale che

B(u,v) = B(u,v).

Osserviamo che

B(u,u) = ||ull%,

ossia B ¢ coercitiva. Allora per il Teorema di Lax—Milgram esiste ed & unica v € X tale

che per ogni v € X
B(u,v) = (flv)2-
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In particolare, u € H'(U). Sia quindi v € H'(U). Consideriamo ¢ = v — f, vdL" € X.
Risulta

Blu,v) = B(u,0) = (f|5)s /vadE" - ][UvdE”/deE”.

/dem =0

allora u e soluzione debole del problema dato.

Viceversa, se esiste u € H'(U) soluzione debole del problema dato, allora per ogni

ve HYU)
][Udﬁn/ fdc" = 0.
U U

La posizione v = 1 € H'(U) restituisce

/dem ~0.m

4 Regolarita

In questa sezione studiamo la regolarita di soluzioni deboli di problemi di Dirichlet.
In particolare, la fiducia che abbiamo riposto nella formulazione debole verra ripagata.

Per dimostrare il seguente risultato faremo uso del metodo di Stampacchia.
(4.1) Teorema Supponiamo per ogni i,j = 1,...,n, a; € C*(U). Seu € H'(U)
soluzione debole di

Lu= fin U,

allora w € HE (U). In particolare, per ogni aperto V.C U tale che V C U, esiste C' > 0,
dipendente solo da U,V ed L, tale che

lullzz2vy < € (1 2y + o) -

Dimostrazione. Sia W un aperto tale che V. C W C W C U. Consideriamo la funzione di
cut-off* ¢ € C=°(U) tale che 0 < ¢ <1,{=1suV,{=0suR"\W. Siccome u € H'(U)
¢ soluzione debole di

Lu= fin U,

allora per ogni v € H}(U)
B(u,v) = (f|v)2-

4Necessaria siccome non abbiamo informazioni sul comportamento al bordo.
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In particolare,

Z aijDiuDjvdE":/fvdE"
U

1,j=1
dove f = f — " biDju — cu
Sia h # 0 sufficientemente piccolo, k = 1,...,n e v = —D;"((?Dfu) € HL(U). Allora

Z al-jDiuDj (=D D)) dLm = / f (=Dg"(¢* D)) dLr
i,7=1 U

Denotiamo con
Z aijDiuDj (D" (¢*Dpw))dL”, B =-— /U f (D¢ D)) der.
i,7=1

Innanzitutto, potendo scambiare derivata debole e rapporto incrementale, applicando poi

la formula di integrazione per parti con rapporti incrementali,
Zl ai;DsuDg" (D;(¢* D)) dL™ = ‘fjl ; D} (ag; Dyu) Dj(C2Du)dL”,
i ig—
ed utilizzando le formule di Leibniz per rapporti incrementali® e per derivate deboli
A= Z [ !, DiDyu + Diag; Diu) [2¢D;¢Dyu + (*DiDju] dC™ = Ay + A
ij=1

dove
Z g2a DI'D;uD}DjudL"

i,7=1

Z ( ! DrDu2(D;¢Dju + Dyay Diu¢* Dy Dju + DZaijDiUQCDjCDZu) dL".

2,7=1

Innanzitutto, per uniforme ellitticita, esiste v > 0 tale che
Ay > u/ C3| Dl Dul?dL”.
U

Ora,

/ al, D Du2( D;¢ DiudL"
U

< c/ ¢| D} Du||DluldC™ = 0/ ¢| Dy Du||DluldL™,
U w

°Si tratta di
D} (vw) = v"Dlw + wdiv,

con v"(x) = v(z + hey).
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per la disuguaglianza di Young pesata con € = 7,

/ a, D Diu2¢D;¢ DjudL"
U

- ”/ <2|D,’;Du|2d£"+c/ |Dluf2dC”
4 U w

e, per il Teorema sui rapporti incrementali,

/ a, D Diu2¢D;¢ DpudL"
U

< ”/ g2|DgDu|2d£“+C/yDu|2d£".
4 U U

Invece,

/ D}'a;jDyu¢? D} DjudL"
U

< 0/ ¢|D}Dul||DuldLC™
U

e, per la disuguaglianza di Young pesata con € = =,

/ Dlag; Diu¢* Dl DjudL"
U

< ”/ g2|D’,;Du|2d£"+c/|Du|2d£”.
4 U U

Inoltre,

/ Dl'a;jDyu2{D;¢ D}udL"
U

< c/ | D) Duld.”
w

e, per la disuguaglianza di Young ed il Teorema sui rapporti incrementali,

U

< C/ |Du|2d£"+c/ |Diul?dL™ <
w w

< C/|Du|2d£”.
U

In definitiva,
A> ”/ 2| D! Dul?dLr — C/|Du|2d£”.
2 U U

Ora, per il Teorema sui rapporti incrementali,

/U lo[2dLm = /U D" (D) [ acr = /W’th (¢Dpu)[acr <

< / D (D[ dc” < O/ (CQ‘DZU‘Q + 42\D’,3Du\2) e <
U U

2
< C/|Du|2d£”+0/ ¢|DpDuf der,
U U

< ”/ g2|D,’;Du|2d,c”+0/ |Dluf2dLr =
4 w w

119
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Allora, per la disuguaglianza di Young pesata con € = %,

|B| =

/ (f — zn: b;D;u — cu) vdL"
U

=1

v 2 1pn 2 2 2 n
SZLC’/UM L +(J/U(|f| + [uf? + [ Dul?) d£™ <
< ”/g?\DhDufdguo/ (If2 + [uf? + | Duf?) de”
4y ’ U '

In particolare,
”/ C2| D! Dul?dLr — (J/ |Dul?dL" < A= B <
2Ju U
<V / ¢ DiDul L+
4 Ju
+c/ (If12 + Juf? + |Dul?) ac.
U
Riassumendo, per ogni £ = 1,...,n e per h sufficientemente piccolo,

2 [ ¢lpipafacr <c [ (157 + uf + |Du) de”
4 Ju U

Per il Teorema sui rapporti incrementali otteniamo quindi che Du € H} (U), ossia

u € HE (U). In particolare,

lullzey < C (I ll2wy + el )

Ora, ripercorrendo i passaggi svolti, osserviamo che vale in particolare la stima

lullszvy < C (1 2wy + lullmon) -

Consideriamo ora la funzione di cut-off ( € C°(U) taleche 0 < (< 1,{=1su W, (=0

su R"\ U. Posto v = (*u € H}(U) nella formulazione variazionale,

S [ ayDuDj (Cu)dLm = / <g2 fu— u> bDou c§2u2> cr
U U i=1

ij=1

znj a;;Diu (20D;Cu + (*Dju) dL" = / <<2 fu— g%ﬁj b; Diu — c(2u2> dcr
U U =1

ij=1

Z (QaijCDquDiu + aijCQDiuDju) dL" = / <C2fu — Czuz b;iD;u — c§2u2> acr
U U i=1

,j=1
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da cui, utilizzando 1'uniforme ellitticita e la disuguaglianza di Young, si ottiene

/CQ\DuPd/J” <c (/]f|2d£”+/|u|2d[,”>

U U U

ma, per come e stato scelto il cut-off, cio significa
lallmwy < C (112w + lullzw))

da cui
lull =y < C (12w + lull 2w

che fornisce la tesi. =

(4.2) Osservazione Nel Teorema precedente non abbiamo richiesto che u € H}(U)

intendendo che il problema di Dirichlet potrebbe avere anche dato al bordo diverso da 0.
Il processo puo dunque essere iterato.

(4.3) Teorema Siano m € N ed f € H™(U). Supponiamo per ogni i,5 = 1,...,n,
aij, bi,c € C™TH(U). Se uw e HY(U) soluzione debole di

Lu= fin U,

allora v € H"2(U). In particolare, per ogni aperto V- C U tale che V C U, esiste C > 0,

loc

dipendente solo da m,U,V ed L, tale che

lullzmezqry < € (I Loy + lullzzw ) -

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. =

(4.4) Teorema Sia f € C*(U). Supponiamo per ognii,j =1,...,n, a;;,b;,c € C*(U).
Se uw € HY(U) soluzione debole di

Lu= fin U,

allora w e C>(U).

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. =
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Aggiungendo altre ipotesi sui coefficienti, si puo produrre anche regolarita sul bordo.

Riportiamo per completezza i risultati, senza dimostrazione.

4.5) Teorema Supponiamo OU di classe C? e per ognii,j =1,...,n che a;; € CH(U).
J
Se u € H}(U) soluzione debole di

Lu=f inU,
u="0 su OU,

allora w € H*(U). In particolare, esiste C > 0, dipendente solo da U ed L, tale che
lullzw) < © (1w + lull ) ) -
In piu, se u e l'unica soluzione,

HUHH2(U) < CHfHL?(U)-

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. =

(4.6) Teorema Sia m € N. Supponiamo OU di classe C™*2, f € H™(U) e per ogni
i,j=1,...,n che a;;,b;,c € C"Y(U). Se w € Hy(U) soluzione debole di

Lu=f inU,
u=0 sudU,

allora w € H™2(U). In particolare, esiste C > 0, dipendente solo da m,U ed L, tale che

lll sz < C (I1F lameoy + Nullzzw) ) -

In piu, se u é l'unica soluzione,

ul| sz @y < Ol m -

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. =
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(4.7) Teorema Supponiamo OU di classe C=, f € C®(U) e per ognii,j =1,...,n che
aij, bi,c € C=(U). Sew € H}(U) soluzione debole di

Lu=f inU,
u=0 sudU,

allora uw € C*>(U).

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. =

Per giustizia morale, i risultati che non abbiamo dimostrato in questa sezione si basano
tutti sull’idea di iterare il Metodo di Stampacchia adattandolo opportunamente. In questo
modo il cerchio e chiuso: siamo partiti da problemi formulati classicamente, li abbiamo
poi reinterpretati allargando il concetto di soluzione con la formulazione debole: in questo
contesto siamo riusciti a dimostrare I'esistenza di soluzioni. Ora, avendo dimostrato che in
realta le soluzioni deboli che avevamo trovato possono essere reinterpretate classicamente,

possiamo affermare effettivamente di aver risolto il problema da cui eravamo partiti.

5 Principi del massimo

In questa sezione siamo interessati a proprieta puntuali. Lavoreremo con L non in
forma di divergenza a coefficienti continui. Le altre ipotesi di struttura, salvo diversa

specificazione, rimangono invariate.

(5.1) Teorema (principio del massimo debole) Sia u € C*(U)NC(U). Supponiamo
che c =0 in U. Valgono i sequenti fatti:

(a) se Lu <0 in U, allora

maxX u = max Uu.
T U

In altre parole, le sottosoluzioni raggiungono il loro massimo su OU .

(b) se Lu >0 in U, allora

min v = min u.
T oU

In altre parole, le supersoluzioni raggiungono il loro minimo su OU .

Dimostrazione.
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(a) Supponiamo inizialmente che Lu < 0 in U. Se, per assurdo, esiste £ € U tale che

u(§) = max u, allora
U

Du(¢) =0, D?u(¢) <0.
Essendo A = (a;;) simmetrica e definita positiva, esiste una matrice ortogonale
O = (0;5) tale che
OAO" = diag(d,, ..., d,), 00T = Id,

con d > 0 per ogni k =1,...,n. Introduciamo il cambio di variabile y = £ + O(z — &).
Allora x = £ + OT (y — £). Sia v tale che u(z) = v(£ + O(x — £)). Allora,

n n
Dyu = Z Dyvo, Diju = Z D]%.J/UOZ'kOjl
k=1 k=1
e quindi
n n n n n
Z az‘jD?,jU(f) = Z Z ailez,lv(g)OikOjl = Z Z az‘jDi,lU(f)OikOﬂ =
ij=1 i,j=11k=1 Lk=114,j=1
n n
=> dzéchz,lU(@ =Y dei,kv(é“)-
1Lk=1 k=1

A questo punto, dal fatto che D*u(§) < 0, segue che anche D?v(£) < 0, ossia per ogni
neR"

> Diw(©mem < 0.

k=1

Scegliendo come 7 gli elementi della base canonica si ottiene che per ogni k =1,...,n
Di,k“(f) <0.
Ne segue che Lu(&) > 0, assurdo.
Nel caso generale, sia w(z) = u(x) + e’ con €, A > 0. Per uniforme ellitticita,
a;(x) > v perognii=1,...,neperogniz € U. In particolare, a;;(x) > v. Inoltre,

Dy(e*) = Xe 6], Dij(e’\“) = )\26’\“535}.
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Allora,

Lw = Lu+eL(e) <eL(eM) =— > aije)\zemléiléjl- + ) ebAes) =
i=1

ij=1
= —a11eN2eM 4 hree < —peX?eM 4 heet < gt (—u)\Q + )\Hb|\oo> <0

per A sufficientemente grande. Allora, per il passo precedente,

max w = max w.
i U

Passando al limite per € — 07 si ottiene la tesi.’

(b) Si tratta di scambiare u con —u nella (a). =

(5.2) Lemma (di Hopf) Sia u € C*(U) N C*(U). Supponiamo che Lu < 0 in U, che
esista & € OU tale che per ogni x € U si abbia

u(§) > u(z)

e che esista una palla aperta B tale che & € OB." Sia v il versore normale esterno a B in

&. Valgono allora i sequenti fatti:

(a) se c=01in U, allora

(b) sec>01inU eu(&) >0, allora

@
ov

6Siano f, g due funzioni continue su U tali che

(&) > 0.

max (f +eg) = max (f +eg).

Allora, se e — 0T,
max f = max f.
T ! au /

Infatti, dato z € U,
f(x) = f(z) +eg(z) —eg(z) < max (f +eg) +ellglleo = max (f +eg) +ellglleo < max f + 2¢]|gllo-

Quindi
m <m <m + 2
nax f< gx < nax =+ 2|90

e passando al limite per € — 0% si conclude.
"Tale condizione ¢ automaticamente soddisfatta se OU ¢ di classe C2.
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Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che

ou
5(5)20
Infatti,
., u(Ethw) - u()
R

in quanto h < 0 e u(§ + hv) —u(€) < 0.

(b) A meno di traslazione, possiamo supporre che B = B(0, r) per qualche r > 0. Poniamo,

per ogni z € B, v(z) = e M** — e con A > 0. Allora v(z) = 0 per ogni = € 9B e
Div(z) = =2 ze M D} v(x) = —oA§T e 4 4)\2:@95]-6’)"””'2.

Pertanto, utilizzando 'uniforme ellitticita con costante o,

Lv=— Z aijDZjU + ZbiDiv +cv =

ij=1 i=1

=— > a; (4)\2:@%6’*‘”2 - 2A636’*‘x|2) -2> bidze Nl 4 ¢ (e’”f‘”|2 — e’”2> <

ij=1 i=1

o+ 2Bl cl] + o)

< e Nl (—419)\2\1']2 + 2Ansupla,,

A questo punto sia R = B\ B(0, 7).

Per )\ abbastanza grande abbiamo, in R,

LUSC(—A2+>\+1)§O.
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Mostriamo che esiste ¢ > 0 tale che per ogni x € 9B(0, ;) si abbia
u(§) > u(x) + ev(z).

Se, per assurdo, per ogni j € N\ {0} esistesse x; € 9B(0, §) tale che

1
u(é) < u(zxj) + ;v(xj),

dalla compattezza di 0B(0, §), esisterebbe (z;,) tale che x;, — & in U per qualche Z € U.
Allora u(€) < u(z), assurdo.

Osserviamo poi che per ogni x € 9B(0,7) si ha
u(§) = u(z) + ev(),
quindi in definitiva per ogni x € R = dB(0, 5) U dB(0,r) si ha

u(§) > u(z) + ev(z).

Ora, su R
Lu+ev—u(f))=Lu+elv— Lu(§) < —cu(§) <0
e quindi, per il Principio del massimo debole,

max (u+ev—u(f)) = max (u+ev—u(f)) <0

da cui
u+ev—u(é) <0

su R, e quindi in particolare su R. In particolare, essendo ev(§) = 0,
u+ev < u(f) +ev(l),

quindi, procedendo come nell’osservazione iniziale,

ou ov
@(f) + 55(5) >0
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allora
G, d
CR(€) 2~ g(€) = —<Du(E) - v() = —<Du(€) - =
= —eDv(€) - f = 2 )e Agr =2 ere ™ >0

da cui la tesi.

(a) Si tratta di una semplice variante di (b). =

(5.3) Teorema (principio del massimo forte) Siano U connesso e u € C*(U)NC(U).

Supponiamo ¢ =0 in U. Valgono i sequenti fatti:

(a) se Lu <0 in U e u raggiunge il suo massimo su U in un punto interno, allora u ¢é

costante in U,

(b) se Lu > 0 in U e u raggiunge il suo minimo su U in un punto interno, allora u ¢

costante in U.

Dimostrazione.
(a) Denotiamo con

M = max u
U

C={zeU:ulzx)=M}.

Per ipotesi C' # (). Supponiamo, per assurdo, che u # M. Allora sia
V={xeU:u(x)< M}.

Sia y € V tale che dist(y, C) < dist(y, 0U) e chiamiamo B la piu grande palla aperta di
centro y che giace in V.
Esiste £ € C' tale che ¢ € 9B. Chiaramente V' soddisfa le ipotesi del Lemma di Hopf,

pertanto

@
ov

ma essendo & punto di massimo per u, Du(§) = 0, assurdo.

(&) >0,

(b) Si tratta di scambiare u con —u nella (a). =

Di particolare interesse ¢ la disuguaglianza di Harnack. Vediamo dapprima il caso
L=A.
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(5.4) Proposizione Sia u una funzione armonica. Allora per ogni aperto connesso V
tale che V. C U, esiste C > 0, dipendente solo da V, tale che

sup u < Cinf u.
v 1%

Dimostrazione. Sia r = 1dist(V,0U). Siano z,y € V tali che |z — y| < r. Per il Teorema

della media®,

1 1
u(z) = udL" = / udL" > / wdL" =
( ) f]_;(:r,Qr) EH(B(Ov 1))(27=)n B(z,2r) ‘Cn(B(Oa 1))(27‘)71 B(y,r)

1 1 / 1 ][ 1
= udl" = — = —u(y).
2" L‘n(B(()? 1))(r)n B(y,r) 2n B(y,r) 2" ( )

Essendo V connesso e V compatto, possiamo ricoprire V con una catena finita di palle

aperte B;, cont=1,..., N ed N dipendente solo da V', di raggio r con intersezione non

vuota e quindi per ogni z,y € V

In altre parole, esiste C' > 0, dipendente solo da V', tale che
sup u < Cu(x)
v

e quindi

sup v < Cinf u. m
% 14

Veniamo quindi al caso generale.

(5.5) Teorema (disuguaglianza di Harnack) Sia u € C*(U) una soluzione di
Lu=0 inU

tale che uw > 0 in U. Allora per ogni aperto connesso V tale che V. C U, esiste C > 0,
dipendente solo da V,U ed L, tale che

sup v < Cinf u.
v |4

8Si rimanda alla dispensa del corso di Equazioni differenziali della fisica matematica del professor
Alessandro Musesti per i dovuti accertamenti.


https://www.dmf.unicatt.it/~musesti/EDFM/
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Dimostrazione. Limitiamo la dimostrazione al caso a;; € C*°(U),b =0, ¢ = 0, ossia

Z aijDZju:() in U.

ij=1

In particolare, allora u € C*(U).

Supponiamo inizialmente che u > 0 in U. Allora possiamo porre

v =lInu.
Pertanto, abbiamo che u = ¢e” e per ogni¢,7 =1,...,n
D]U = eij'U DZU = ev (D,L’UDJ'U + D742,]/U) ,
quindi,
n n

> ayDiu=e">" a; (DwDjv + Diw) =0

ij=1 ij=1
ossia

Xn: i (Diijv + Dijv) = 0.

ij=1
In altre parole,

n n
2
— E aijDi’jv = E CLZ‘jDiUDjU

ij=1 ij=1
che, posto
n
w = Z a;; DivD;v,
t,j=1
diventa
n
2
(5.6) — Y a;;D} ;0 = w.
ij=1

Ora, per uniforme ellitticita, esiste v > 0 tale che
w > v|Dv|* >0,

allora | Dv|? < Lw. Sia V un aperto connesso tale che V- C U. Mostriamo che w € L>(V).

Innanzitutto, per ogni k=1,...,n,

Dyw = Z DkaijDiijU + Z a'ileiz‘UDjU + Z aijDiszyj,U

1,j=1 3,j=1 1,j=1
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e dal fatto che a;; = aj;,

Dyw = Z Dya;jDivDjv + Z aijDI%,iijv + Z CljtiD,ijU,

ij=1 i.j=1 ij=1

ma essendo nel terzo addendo 7, 7 indici muti, possiamo effettuare la permutazione che li

scambia ottenendo

Dkw = Z DkaijDiUDjU + 2 Z aile?;,iij,U'

1,j=1 1,j=1

In maniera del tutto simile, per ogni [ =1,...,n,

Dikw =2 Z aijng,k,iUDjU +2 Z aijDiﬂ-leg’jv + R’y

1,7=1 1,7=1

dove

Rl = Z kaaijDiijv + 2 Z DkaijDiiijv +2 Z DlaijD,%viijv.

4,j=1 1,j=1 3,j=1

In particolare, esiste C' > 0, dipendente solo dagli a;; e da V, tale che
|Ry| < C (|D*]| D] + | Dvf?)
e, per la disuguaglianza di Young pesata, per ogni € > 0,
|Ry| < e|D*v|* + (;|Dv|2.

Pertanto,

_ Z ale,%,lw = -2 Z (Iiij'U (Z aleimv) -2 Z aijale,%vivDZkv + R2

=1 ij=1 k=1 i3k, l=1

dove

Ry = — Z ar Ry

k=1

e chiaramente esiste C' > 0, dipendente solo dagli a;; e da V, tale che

C
|Ry| < e|D*v* + ;\DUP.
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D’altra parte, per 1’equazione (5.6),

n n n
2 3 2
Dyw = Dy, (— E aijDi,jv) = — E aijDkﬂ-’jv - E Dka,-jDiij.

1,j=1 1,j=1 1,5=1

Chiamiamo

n
2
Rg = — Z DkaijDi’jv,

ij=1

allora esiste C' > 0, dipendente solo dagli a;; e da V, tale che
|Rs3| < C|D*v|.

A questo punto, posto

l_)k =-2 Z alel’U,

I=1
abbiamo subito che esiste C' > 0, dipendente solo dagli a;; e da V, tale che |b| < C|Dul.
Inoltre, risulta che

Z Z_)kaU) = — Z aijBkDiﬂ',jv + R4
k=1

i k=1
dove
n —
Ry=—> biRs
k=1

e quindi esiste C' > 0, dipendente solo dagli a;; e da V, tale che

|[Ral < 3|0kl Rs| < 2C 37 |aw|| Div]| D*v| < C|Dv|| D]

k=1 k=1

e, per la disuguaglianza di Young pesata, per ogni € > 0
C

|Ry| < g|D*v|* + —|Dvl|?.
€

Osserviamo invece che

n

> aijl_)kD,‘{ii,jv =2 a; (Z alelvD,imv)

Zajzkzl ’L,]:l k‘,lzl
ed effettuando la permutazione di indici che scambia k,7 e [, j si ottiene
n

> aybeD} v =2 a;Djv (Z “le?,k,z'U) '

ig,k=1 ij=1 k=1
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Alla luce di cio,

n n n
2 7 2 2
— E aleka + E bpDiyw = —2 E aijalek,ithkv + Ry + Ry.
k=1 k=1 ijkl=1

Ora, sempre per uniforme ellitticita,

n n n n
Z aijale,%ﬂ-vDikv = Z aij (Z ale,?ileQ’kv) > Z a;j (V]DQU\Q) =

g k=1 ij=1 k=1 ij=1
n
=v|D*v|* Y a;; > v|D*’v = v*|D*v],
ij=1

2

“ esiste C' > 0, dipendente solo dagli a;; e da V, tale che

quindi scelto € =

n n 2
— Z aleilw + Z kaklU S —L|D2U|2 + C‘DU|2
k=1 ’ =1 2
Sia W un aperto tale che V. C W C W C U. Consideriamo la funzione di cut-
off ( € C°(U) tale che 0 < ¢ < 1, =1suV, ( = 0suR*\ W. Consideriamo
z = C'w e C.(U).” Allora,
Diz = 43 DypCw + ¢*Dyw

D}z =12 Dy Dlw + 4¢° D} ¢w + 4¢P D¢ Dyw + 4¢ Dy Dyw + ¢* D} .

Inoltre, esistera un qualche ¢ € U tale che z ammette massimo su U in . In particolare,
essendo w > 0, ¢(§) > 0 e Dz(§) =0, ossia

4¢ () DG (Ew(€) + ¢HE) Drw(€) = 0

e dividendo per ¢3(€)

(5.7) ADpC(E)w(§) + C(§) Drw(§) = 0.

Ora,

— Z ale,%,lz = — Z ale4Dka+
k=1 k=1
— > aw (12 DiCDiCw + 4¢3 Dy Cw + A¢* D¢ Dyw + 4¢* Di¢ Dyw)
k=1

9Tn realta & piu regolare di cosi.
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mentre " " "
Z Z)kaZ = Z 5k§4Dkw + Z Bk4<3Dka.
k=1 k=1 k=1
Posto
> aw (12¢ Di¢Dezw + 462 DYyCw + A Dy Dyw + 4¢3 Di¢ Dyw ) +
k=1
> b4’ DiCuw,
=1

esiste C' > 0, dipendente solo da U,V ed L, tale che
|Rs| < C (Clw| + ¢l + G|Dw| + [bl¢*w]) < € (Plwl| + ¢ Dw| + ¢*|Dolfw]) .

Essendo quindi ¢ un punto di massimo, e siccome il prodotto scalare tra una matrice

definita positiva ed una semidefinita negativa ¢ negativo,

- > akz(f)DklZ Z &) Dyz() =C*(O) |- > akl(f)Dl%kw(g)+
hi=1 =1

ma, per I'equazione (5.7), |[Dw(§)| < Clw(€)| e quindi

[Rs(&)] < C (@@ + COIDu(E)[[w(©)]).-

Allora,
0= ( > a(€)Diw(E) Z &) Drw (g ) + R5(§) <
k=1 k=1

<o) (—102 (O + CIDu(e >|2) £ (CO©)] + O w(©)])

da cui, ricordando che |Dv|* < |w| e osservando che, per (5.6), |w| < |D?v| ,

V2

5 COID*(E)]* < CCHOIDU(E)* + CCOIw(©)] + CHEDv(E)[[w(¢)] <
< CCOw(©)] + C©)w(€)| + CE)IDu(E)] D*v(€)-
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Ora, per la disuguaglianza di Young pesata con € = %C(ﬁ),

COIDV(E)ID*v(&)| < %C“(f)!DQv(é‘)\Z +CC)Dv(©) <

1/2

T C@OID(EP + O ()],

IN

quindi

1/2

TCOIDEQP < CCOM(O] < Clu (@)l
Allora, essendo |w(£)|? < C|D?v|?,

CHONw (I < Clw()l.

In definitiva,

max z < C
v

ed essendo ¢ =1 su V' possiamo concludere che ||w]|ze(v) < 400, ossia w € L®(V).
Allora, anche Dv € L*>®(V'). A questo punto, dati z,y € V, per la disuguaglianza di

Lagrange'?, esiste 1 nel segmento congiungente x,y tale che

UE) _ @) o) < eyl Du@] < piamVIDolie) < 4o

(y)

I~

Possiamo quindi affermare che per ogni z,y € V'

u(z) < Culy)

ossia

sup u < Cu(y)
1%
e quindi

sup v < Clinf u.
Vv 1%

Per quanto riguarda il caso generale, sia ¢ > 0 tale che
u=u-+¢e>0.

Applicando il caso precedente a @ e poi passando al limite per € — 0 si ha la tesi. =

(5.8) Osservazione La disuguaglianza di Harnack mostra che i valori di soluzioni non

0Qui si usa la connessione.
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negative di problemi ellittici, in una regione lontana dal bordo, sono comparabili: per ogni

x,y €V tale che V C U,

£u(y) < ula) < Culy)

In particolare, se esiste x € V' tale che u(x) > 0, allora u >0 in V.

6 Problemi agli autovalori

I risultati di questa sezione sono gli analoghi nel caso di problemi ellittici di alcune
affermazioni classiche di Algebra Lineare riguardo matrici simmetriche reali.

Nel corso di questa sezione consideriamo operatori in forma di divergenza del tipo

Lu=— Z Dj(aijDiu)

1,j=1

con a;; € C*(U). Oltre alle usuali ipotesi di struttura, considereremo anche U connesso.

(6.1) Teorema Valgono i sequenti fatti:
(a) ogni autovalore di L é reale,

(b) contando ogni autovalore con la relativa molteplicita (finita),
Y={M:keN\{0}}

dove
O< A <A< ...

e\, — 400 se k — 400,

() esiste una base hilbertiana (wy) di L*(U) costituita da autovettori wy € HY(U) relativi

agli autovalori Ay, ossia per ogni k € N\ {0}

ka = )\kwk in U,

w, =0 su oU.

Dimostrazione. In modo analogo quanto visto nei Teoremi di esistenza, si dimostra che

S=L":L*U)— L*(U)
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¢ un operatore compatto.
Mostriamo che S & simmetrico. Siano f,g € L?(U). Allora esistono e sono uniche

u,v € H}(U) soluzioni deboli, rispettivamente, di

Lu=f inU, Lu=g¢g inU,
u=0 sudl, u=0 sudl,

ossia Sf =wu e Sg =wv. Per la formulazione debole,
(S5f1g)2 = (ulg)2 = B(v, u)

(f159)2 = (flv)2 = B(u, v)

e per simmetria di B, si ha (Sf|g)2 = (f|Sg)2, da cui S & simmetrico. Inoltre, per ogni
feL*U)
(SFf1f)2 = (u[f)2 = B(u,u) > 0.

Dal Teorema Spettrale per operatori compatti, segue dunque che gli autovalori di S
sono tutti reali, strettamente positivi e le corrispondenti autofunzioni formano una base
hilbertiana di L*(U).

Dal fatto che per n # 0, si ha che

Sw =nw < Lw = \w

con A = %, segue la tesi. =

(6.2) Definizione Chiamiamo \; autovalore principale o primo autovalore di L.

(6.3) Lemma Sia H uno spazio di Hilbert ed M C H non vuoto. Allora span(M) = H
se e solo se M+ = {0}.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. =
(6.4) Teorema (principio variazionale per l’autovalore principale) Valgono ¢
sequenti fatti:

(a) si ha che
A = min{ B(u,u) :u € H5<U)7 HUHLQ(U) =1 }’
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(b) il minimo é raggiunto in wy > 0 tale che

Lw1 = )\1’U)1 in U,

w; =0 su OU,

(c) se u € H}(U) & una soluzione debole di

Lu = M\u in U,
u=20 su OU,

allora esiste k € R tale che u = kw;.

Dimostrazione. Per la (¢) del Teorema precedente e la formulazione variazionale, per
ogni k,1 € N\ {0},
B(wk,wl) = )\k(;;c

e quindi
W Wy 1
B|l——,—| =96..
(\/)\k \/)\l) ‘

Inoltre, se u € Hy(U) e ||ul| 2@y = 1, posto dj, = (u|wy)r2(v), si ha
(6.5) u =" dw"

k=1
e, per la disuguaglianza di Bessel-Parseval,

k=1
Consideriamo H}(U) munito del prodotto scalare B( , ). Mostriamo che la norma
indotta || |5 € equivalente alla norma || || g1 (). Innanzitutto, per ogni u € H(U), per

uniforme ellitticita

lull2 =3 UaijDiuDjud.C" > v/U!Du\Qdﬁ" = vllullf 0

ij=1

Viceversa,
Jully < € | |DuPde” = Cllulfyye,

HTa serie converge in L?(U).
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In definitiva, anche (H}(U),| ||5) ¢ uno spazio di Hilbert su R.

Per quanto osservato inizialmente, (\}%) ¢ un sottoinsieme ortonormale di Hg(U).
Mostriamo che ¢ una base hilbertiana di Hj(U) con il prodotto scalare sopra introdotto.

Questo fatto e equivalente ad affermare che
Vue Hy(U): (B(wk,u) =0 per ogni k € N'\ {O}) = u =0."

Ma quest’ultima affermazione € vera in quanto, essendo (wy) una base hilbertiana di

L*(U), allora se per ogni k € N\ {0},
B(wk, u) = )\k(wk|u)Lz(U) = O

allora u = 0.

Di conseguenza,
o0

Wk 13
u = M —F—
kz::I VA

dove u, = B (u, \;)T%)
Ora, siccome p, = dj\/ Ay, la serie (6.5) converge anche in H}(U). Allora, sfruttando

la continuita del prodotto scalare,

B(u, u) <Z dkwk,Zd wl> = lim Z dyd; B(wy, w;) = hmde)\k >\ de =\

k=1 i=1 k,i=1 k=1

Siccome B(wq,w;) = A1, allora w; realizza il precedente minimo.

12Gia u € H}(U) tale che per ogni k € N\ {0}, B(wy,u) = 0. Se (%) ¢ una base hilbertiana,

VK
> Wi W 1
U= lp—— lk—B(u,) = —B(wg,u) =0,
; V Ak V Ak V Ak
allora u = 0. Viceversa, sia M = {\;’L keN\ {O}} . Per ipotesi, M+ = {0}, allora per il Lemma

precedente si ha span(M) = H}(U). Se u € H(U), allora esiste (up) in span(M) tale che up — u in
H}(U). Deve essere
- (h) Wk
Up = a ——
Z "V

)& non nullo. Siccome B (uh, W) = 0‘5 , sfruttando la continuita del

dove solo un numero finito di a(

prodotto scalare, B (u, \wﬁl) (hm Up, W) = hm o (h) o per il Teorema della convergenza dominata

(versione discreta), si ha u = hm up, = k21 B ( /\k) \7;7
13La serie converge in H} (U)
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Mostriamo che se u € Hj(U) e |Jul| 2@y = 1, u & soluzione debole di

Lu = M\u in U,
u=>0 su OU,

se e solo se B(u,u) = A;. Se u ¢ soluzione debole del problema precedente, per ogni
v € Hy(U), Blu,v) = Ai(ulv)pz2@). Scelto v = u, si ha Bu,u) = Mil|ulli2qy = M
Viceversa,

k=1 k=1

allora -

(e —A)di =0

k=1

e di conseguenza deve essere d, = 0 se Ay > A\;. Siccome A; ha molteplicita finita,

m
Z ’U/’U)k LQ(U

per qualche m, dove i wy sono autovettori relativi all’autovalore A;. Allora

m

Lu = Z(U|wk)L2(U)ka = )\1’&.
k=1

Mostriamo che se u € Hg(U) ¢ una soluzione debole del problema precedentemente
introdotto allora u = 0 oppure ha segno definito'*. Per fare cid, supponiamo u non nulla,

allora senza perdita di generalita possiamo prenderla tale che |lu|z 2y = 1. Posto,

a:/[](u+)2d£”, B = / )2dL"

allora a + 3 = 1. Osserviamo che u* € H}(U) con

Du q.o. su {u >0}, Du- 0 q.o. su {u >0},
u =
0 qo.su{u<0}, —Du q.o. su {u<0}.

Dut =

Z aijDiquDju_dE” ==

i,7=1

14Gi intende che & strettamente positiva oppure strettamente negativa in U.
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S / 0, Da Dy dL” + 3 ai; Dt DyudL" = 0.
UNn{u>0}

1,5=1 i,j=1+ UN{u<0}

Ora,

A = B(u,u) = B(u",u") + B(u",u”) + 2B(u*,u”) >
> >‘1||u+||%2(U) + /\1||U_||L2(U) = (a+B)A = Ay,

allora deve essere
B(ut,u®) = )‘1||u+||%2(U)7 Bu ,u") = )‘1||U_||%2(U)‘
Per il passaggio precedente quindi u™ e u~ sono soluzioni deboli dei problemi

Lut™ = \ut inU, Lu= =XMNu~ inU,
ut =0 su U, u =0 su OU.

Ma essendo gli a;; € C*(U), ut € C*(U) e
Lut = \ut >0in U.

In definitiva, u™ ¢ una supersoluzione. Per il Principio del massimo forte quindi u* > 0
in U oppure u™ = 0 in U. Un argomento analogo vale per u™.
Sia ora u una soluzione debole non nulla del problema introdotto. Per quanto visto

sopra,

/ widL™ 4 0
U

e quindi esiste k£ € R tale che

/ (u — kwy)dL™ = 0.
U

L(u— kwy) = Lu — kLw; = Mju — kLwy, = A\ (u — kw)

quindi anche u — kw; & soluzione del problema. Ma allora deve essere u = kw; in U. =

(6.6) Osservazione L’affermazione (c) del Principio variazionale per l'autovalore

principale corrisponde a dire che A ¢ semplice. In particolare,

0<)\1<)\2§)\3§
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(6.7) Osservazione Laffermazione (a) del Principio variazionale per l'autovalore
principale € una caratterizzazione di A\ attraverso un problema di minimo vincolato ed é
nota come formula di Rayleigh. Si puo dimostrare, grazie all’omogeneitda di B(u,u), che

¢ equivalente al problema di minimo libero

B
A1 = min M

Osserviamo infatti che

52 (i )

HuH%Q(U [ull oy ull 2y
e
| L - 1’
lullzz2@) Il 2 )
allora B
Al S (Z?u)
||U||L2(U)
e quindi
B
A1 < min M
ueHy (U) [|ullZ2 (0
u#0
Viceversa, se u € Hy(U) e ||ul| 2y = 1, allora
B B
Bluyu) = DWW 5y Blow)
[l = weigo) Tl
da cui B
A1 > min M
ueH (1) [l 7207,

(6.8) Teorema Siano X uno spazio di Hilbert su K separabile e S : X — X un operatore
lineare compatto e autoaggiunto. Allora esiste una base hilbertiana di X composta da

autovettors di S.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. =

Consideriamo l'operatore S : L*(U) — L*(U) tale che

Sf=u,
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dove u € H(U) ¢ I'unica soluzione debole del problema di Dirichlet

—Au=f inU,
u=20 su oU.

15

In particolare, Im(S) C H;(U). Chiaramente S ¢ lineare e per ogni f,g € L*(U), dette
u=Sfev=>9g,

(Sf19) 2wy = (ulg) L2y = / Du - DvdL" = (f|v) 2wy = (f1S9) 2,
U

quindi & pure autoaggiunto. Sia ora (f;) in L*(U) limitata. Dette u; = Sf; € Hi(U), dalla
formulazione variazionale combinata con la disuguaglianza di Holder e la disuguaglianza

di Poincaré,
1772 0y :/|Duj|2d£" = /Ufjujdﬁn <N filleeaon llwillzz @y < ClE iz luill g oy
U

quindi (u;) limitata in H(U). Per il Teorema di Rellich-Kondrachov, esistono (u;,)
e u € H}(U) tale che u;, — u in L*(U). In particolare, S & compatto. Allora, per il

Teorema precedente, esiste (wy,) base hilbertiana di L?(U) tale che

In particolare, (wy) in Hi(U) e
Awy, = !
—Awy, = —w
k= W

in senso debole, quindi

1
/ th : D’ldeEn = —(wh\wk)Lz(U),
U Ak

segue che (wy) ¢ una base hilbertiana di H}(U) costituita da autovettori di —A. In

particolare, da quanto visto sulla teoria della regolarita, le wy sono lisce.

15Tn altre parole S & I'operatore inverso di —A (debole).






Capitolo 3

Alcuni complementi di calcolo delle

variazioni

Benvenuti nel magico mondo del Calcolo delle Variazioni! Prima di proseguire si

consiglia la lettura di

FISICA MATEMATICA

appunti a cura di Alessandro Musesti

non ve ne pentirete! :-)
Nel seguito, salvo diversa specificazione, U indichera un generico sottoinsieme aperto
limitato di R" con OU di classe C*.

1 Variazione prima e variazione seconda

(1.1) Definizione Chiamiamo lagrangiana ogni applicazione L : U x R x R" — R di

classe C* tale che

L(z,s,8) = L(xy, ..., %0, 8,&1,...,&)

Nel seguito considereremo funzionali della forma

T = /U L(z, u(z), Du(z))dL" ()

definiti inizialmente per u € C*(U) tali che u = g su OU, con g un’applicazione nota. Il
funzionale I ¢ anche detto energia in quanto molto spesso puo essere interpretato come

energia meccanica di un particolare sistema fisico.
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(1.2) Definizione Sia v € C°(U). Consideriamo lapplicazione i : R — R tale che
i(1) = Ifu+ Tv].

Chiamiamo variazione prima di I la derivata prima di i, i'(7), e variazione seconda di [

la derivata seconda di i, i"(T).

(1.3) Proposizione (condizioni necessarie per ’esistenza di minimi) Se I ammette

minimo in u, allora i ammette minimo in 0. In particolare,
7(0) = 0, i(0) > 0.
Dimostrazione. Innanzitutto, per ogni v € C°(U), T € R,
u—+Tv=gsudlU
in quanto I ammette minimo in u. Allora, per ogni v € C°(U),7 € R
Tu] < Ifu + 7]

ossia i(0) < i(7) per ogni 7 € R, da cui la tesi. =

Calcoliamo esplicitamente in queste iniziali condizioni di regolarita la variazione prima

di I in un suo minimo wu.

Mostriamo innanzitutto che I'applicazione f : R x U — R tale che
f(r,x) = L(z,u(x) + Tv(x), Du(z) + TDv(x))

soddisfa le ipotesi del Teorema di derivazione sotto il segno di integrale. Innanzitutto,
per ogni 7 € R, essendo L di classe C*, u € C*(U) e v € C>*(U), allora sicuramente
'applicazione x — f(7,x) & almeno continua in U. In particolare ¢ sommabile. Poi per
ogni z € U, sempre per il fatto che L ¢ di classe C*°, allora I'applicazione 7 — f(7,x) &

derivabile. Ora,

of

E(T, x) = DsL(x,u(x) + tv(zx), Du(x) + 7Dv(x))v(x)+

+ DeL(x, u(z) + Tv(x), Du(x) + 7Dv(z)) - Du(z)
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e non essendo restrittivo supporre 7 € [—1, 1] si ha

of

S| < Aol + Bl

dove

A =max { |DeL(z,5,)| : €] < |Dulloc + | D0lloos Is] < lfutfloc + 0],z € T }

B = max { |D,L(z,5,)| : [¢] < | Dttfloc + [|DV]lse, Is] < [[ulloc + [0]]oc, z € T } -
Allora, detto g = (A||Dv||ls + B||v]leo) X7 : U = R, si ha per ogni z € U

‘af < g(z)

877_(7_’ "L‘)

con g sommabile.

Per il Teorema di derivazione sotto il segno di integrale quindi
i'(1) = /U<D5L(a:, u(z) + Tv(z), Du(x) + 7Dv(z))v(x)+
+ DeL(z, u(z) + mo(x), Du(z) + 7Do(x)) - Dv(m))dﬁ”(ay)
e posto 7 = 0 otteniamo
/U (DSL(x,u(x), Du(z))v(x) + DeL(z, u(z), Du(x)) - Dv(m))dﬁ”(z) — 0.

A questo punto, siccome v ha supporto compatto, per la formula di Gauss—Green

/ (DSL(x, u(z), Du(z)) =Y Dy, (DgiL(l’, u(z), Du(a:))))v(:c)dﬁn(x) =0
U i=1
ed il Lemma di Du Bois—Reymond si conclude che

D,L(z, u(z), Du(z)) — i Dy, (De,L(w, u(x), Du(x))) = 0 in U.

i=1

(1.4) Definizione Chiamiamo equazione di Eulero-Lagrange associata al funzionale I,

l’equazione differenziale alle derivate parziali quasilineare del secondo ordine in forma di
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divergenza

~y'D, (De L, u(x), Du(x))) + D,L(x, u(x), Du(x)) = 0.

=1

Se u ¢ un minimo di I, allora risolve I'equazione di Eulero-Lagrange associata ad
1. Molto spesso, si cerca proprio di ricondurre una PDE ad un funzionale in quanto e
solitamente estremamente pitt semplice trovare i punti critici di un funzionale rispetto

che risolvere direttamente ’equazione.

(1.5) Esempio Consideriamo

1 n
L(z,s,§) = 3 > ()& — sf(x)
ij=1
con a;;(x) = aji(x) per ognii,j =1,...,n. Allora, siccome per ogni i,j =1,...,n
De,L =3 ai&;, D,L =,
=1

l’equazione di Fulero—Lagrange associata al funzionale

I[u] :/U (; i a;; ()& — sf(x)) dL" (x)

,j=1

- Y. D, (aij(:v)iju(x)) = f(z) in U,
ij=1
ossia un’equazione alle derivate parziali lineare del secondo ordine in forma di divergenza.

Non ¢ detto, almeno a priori, che un minimo sia una soluzione in senso classico.

(1.6) Esempio Consideriamo il problema

—Au=0 inU,
u=g su oU.

Il funzionale associato e
1
] = /\Du!QdE".
2 Ju

Se fossimo alla ricerca di soluzioni classiche, dovremmo cercare di dimostrare [’esistenza
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di minimi per I su
Co(U) ={uec*U)nCU):u=gsudU}.

Provando ad applicare il Metodo diretto, prendiamo (uy,) in C3(U) tale che

1

ITuy] < Iu .
[up) uerg;{lw []+h+1

Per andare avanti avremmo bisogno di un risultato di compattezza, tuttavia nel dominio

dove stiamo lavorando non lo abbiamo. Possiamo esibire il sequente controesempio: siano

U=]-1,1,g9=1c¢€
uh(x)zw}ll%—xz— (\/2—1—1—1).

Chiaramente uy, ¢ di classe C* per ogni h € N. Inoltre,

1 1 2 1 1
—1(5—1—1') -1

Eppure, detto u(x) = |x|, da due razionalizzazioni inverse emerge che

lup(z) — u(z)| = ‘ (\/ﬁ— \/ﬁ) + (1 - \/17“)

quindi up, — T uniformemente, ma @ ¢ C3(U).

X

(1.7) Esempio (superfici minime) Consideriamo il funzionale d’area

:/ J1+ [Durdc.
U

L’equazione di Eulero-Lagrange associata é

n D, u .
D, | ———|=0inU
; (\/14’ Du|2)

ed ¢ detta equazione delle superfici minime. L’espressione a primo membro é n volte

la curvatura media del grafico di u, quindi le superfici minime sono caratterizzate da

curvatura media nulla.

Calcoliamo esplicitamente in queste iniziali condizioni di regolarita anche la variazione

seconda di [ in un suo minimo u. In modo analogo a quanto fatto per il calcolo della
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variazione prima, si verifica che ¢ applicabile il Teorema di derivazione sotto il segno di

integrale, quindi

(1) = /U(zn_:l DghéjL(x, u(x) + To(z), Du(x) + 7Dv(x)) Dy, v(x) Dy, v(a)+

+2 zn: D} L(x,u(z) + Tv(x), Du(x) + 7Dv(z)) Dy, v(z)v(z)+

=1

+ DisL(x, u(z) + Tv(z), Du(x) + TD'U($))'U(:L‘)2) dL"(x)
e posto 7 = 0 si ha

/U< zn: D;@L(I,u(x),Du(x))Dgciv(x)Dzjv(x)—i-

ij=1

+ 2 zn: D} L(z,u(z), Du(z)) Dy v(x)v(zx)+

i=1
+ D? L(z, u(x), Du(a:))v(x)2> dc"(z) >0
per ogni v € C°(U).

Cerchiamo di estrarre delle informazioni dalla disuguaglianza precedente. Innanzitutto,
mediante approssimazione e possibile dimostrare la validita della disuguaglianza per v

lipschitziane che si annullano su oU.

Consideriamo ora ¢ : R — R I’applicazione tale che per ogni x € R

o(z +1) = o(z)

T se
o(z) = .
1—xz se 5

Evidentemente |¢'| = 1 q.o. in R. Ora, dati e > 0,7 € R", {( € C°(U) definiamo per
ogni x € U

o
IN
IN

e

X

IN

xz

IN

o(@) = (1) ¢(a)

£

e osserviamo che

Dyv(x) = ¢ <$€n> ni¢(x) +eo <x€n) D, ((x).
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Pertanto,

0< | > Dgivst(x, u(x), Du(x)) o (z)*nin;¢(x)?dL"(x) + Cre + Coe®

Ui j=1

e, se ¢ = 07, ricordando che |¢'| =1 q.0. in R,

0< /U S D2 L, u(x), Du(w)nyC ()L (x).

ij=1

In definitival, per ogni n € R" e per ogni x € U

> D2 Liw.ulx), Du@)); > 0,

ij=1

da cui capiamo che sara naturale supporre, nella prossima sezione, che L sia convesso nei

gradienti.

Prima di procedere, pero, vediamo alcuni accenni al caso vettoriale.

(1.8) Definizione Chiamiamo lagrangiana ogni applicazione L : U x R™ x Mat,, ,(R) —
R di classe C* tale che

L(SC,S,f) :L(I’l,...,xj7...,,Z‘n,Sl,...,SZ',...,Sm,gll,...,gij,...,fmn)

Si considerano funzionali della forma
Il = [ Liz,u(w). Due))ac” )
U

definiti per u € C(U;R™) tali che u = g su U, con g : OU — R™ un’applicazione nota.
Come nel caso scalare, il funzionale I ¢ anche detto energia in quanto molto spesso puo

essere interpretato come energia meccanica di un particolare sistema fisico.
(1.9) Definizione Sia v € C°(U;R™). Consideriamo applicazione i : R — R tale che
i(1) = Ifu+ Tv].

Chiamiamo variazione prima di I la derivata prima di i, i'(T), e variazione seconda di [

la derivata seconda di i, i"(T).

1Si tratta di applicare una versione del Lemma di Du Bois-Reymond per le disuguaglianze.
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(1.10) Proposizione (condizioni necessarie per l’esistenza di minimi) Se [

ammette minimo in u, allora i ammette minimo in 0. In particolare,
i'(0) =0, i"(0) > 0.

Dimostrazione. Si tratta di una semplice variante del caso scalare. m

In modo analogo a quanto fatto per il caso scalare, possiamo calcolare esplicitamente
la variazione prima di / in un suo minimo u. Da questo calcolo emerge, in tutta analogia,

la seguente definizione.

(1.11) Definizione Chiamiamo (sistema di) equazioni di Eulero-Lagrange associate al
funzionale I, il sistema di equazioni differenziali alle derivate parziali quasilinear: del

secondo ordine in forma di divergenza

Dy, L(z, u(z) ZD (De,, Lz, u(x), Du(x))) =0 in U,
D,, L(z,u(z), Du(x legc](Df L(z,u(x), Du(x))) =0 in U.

(1.12) Definizione Diciamo che L ¢ una lagrangiana nulla se ogni u € C*(U;R™) ¢

soluzione delle equazioni di Eulero—Lagrange.

(1.13) Teorema Sia L una lagrangiana nulla. Se u,u € C*(U;R™) tali che u = U su
oU, allora I[u] = I[u).

Dimostrazione. Consideriamo 'applicazione j : [0,1] — R tale che
j(r) =Iru+ (1 — 7).

Allora, in modo analogo a quanto visto per il calcolo della variazione prima nel caso

scalare,

J'(7) ZZJ(iDsiL(LW( )+ (1= 7)u(z), 7Du(x) + (1 = 7)Du(x)) (ui(z) — )+

=1

+Z ZD&J z, 7u(x)+ (1 — 7)u(x), 7 Du(z)+(1 — 7)Du(x)) Dy, (ui(w) — u,(x)))dﬁ"(m)

j=1l1i=1
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e, combinando il fatto che u — 7 = 0 su QU con le formule di Gauss—Green,
Z <D Lz, u(z) + (1 — 7)u(x), 7Du(x) + (1 — 7)Du(z))+

3D, (De, Lix. ru(a) + (1 - rYa(x), rDu(a) + (1 - r)Du(x»))(ui(x) — i, (x))dL" ()

j=1

Siccome Tu + (1 — 7)u € C*(U;R™) e L una lagrangiana nulla, segue che j/(7) = 0 per
ogni 7 € [0, 1]. In particolare, j é costante su [0, 1], da cui I[u] = j(1) = j(0) = I[u], ossia

la tesi. m

Se m = 1, ossia nel caso scalare, le uniche lagrangiane nulle sono le funzioni lineari in

(1.14) Definizione Sia A € Mat,(R). Chiamiamo matrice dei cofattori di A la matrice
cofA

dove cof(A);; = (—=1)"7 det(AW)) e AW € Mat,_1(R) ¢ ottenuta da A eliminando la

1-esima riga e la j-esima colonna.

(1.15) Lemma Se u: R"™ — R"™ di classe C?, allora per ognii =1,...,n

i Dy, (cof(Du);) = 0,

Jj=1

ossia, in forma vettoriale, div(cof(Du)) = 0.
Dimostrazione. Innanzitutto, per ogni £ € Mat,, (R)
(det £)Id = £ cof(€),

ossia per ogni 4,57 =1,...,n
(1.16) (det £)4; kazCOf

Scelto £ = Du in (1.16), deriviamo ambo i membri per z; e sommando su j otteniamo
perognii=1,...,n
n

> 5ijcof(Du)qu2j7wqup: > (Dz upcof(Du)gj + Dyup Dy (cof(Du)k]))

J:p,q=1 k,j=1
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che puo essere riscritta, scambiando ¢ con j e p con k a primo membro, come

En: D, ug (ﬁ: Dm].cof((Du)kj)) =0,

k=1 j=1

ossia come un sistema lineare omogeneo che, scambiando k con 7, ¢

Zn: Dy, u; (i ij(cof(Du)ij)) = 0.

A questo punto, se det Du(xq) # 0, il sistema ha solo la soluzione banale, ossia per
ognik=1,....n
Dzj (COf(DU(l’()))kj) = 0.

1

j
Se, invece, det Du(zg) = 0, sia € > 0 tale che det(Du(zo) + Id) # 0. Applicando quanto

fatto sopra a u + ez e mandando poi € — 01 segue la tesi. m

(1.17) Teorema L’applicazione

L(§) = det(¢)

¢ una lagrangiana nulla.

Dimostrazione. Per (1.16), per ognii,j =1,...,n

D&j det(€> - (COff)ijy

da cui per ogni u € C*(U;R™) e per ogni i = 1,...,n
> D, (De, L(Du)) =0,
=1

che e la tesi. m

(1.18) Osservazione Grazie al fatto che il determinante é una lagrangiana nulla,
possiamo dare una dimostrazione alternativa del Teorema di Brouwer rispetto a quella
riportata nel Capitolo 4.

Vediamo innanzitutto il caso K = B(0,1). Mostriamo che non esiste alcuna applica-

zione f: B(0,1) — 0B(0,1) di classe C* tale che per ogni x € 9B(0,1) si abbia f(z) = x.
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Supponiamo, per assurdo, che una tale applicazione esista. Allora, siccome det é una

lagrangiana nulla,

/ det(Df)dL" = / det(Dz)dL" (x) = / dc" = L"(B(0,1)) # 0.

B(0,1) B(0,1) B(0,1)

D’altra parte, f(z)- f(x) = |f(2)|> =1 per ogni x € B(0,1) quindi, differenziando ambo i
membri,

(D) f=0.

Allora, siccome |f| = 1 su B(0,1), 0 ¢ un autovalore per (Df)T, quindi det(Df) =
det((Df)T) =0, assurdo.

Mostriamo quindi che non esiste alcuna applicazione f : B(0,1) — 0B(0,1) continua
tale che per ogni x € 0B(0,1) si abbia f(x) = x. Supponiamo, per assurdo, che una
tale applicazione esista. Estendiamo f con continuitd fuori da B(0,1) in modo che sui
segmenti radiali assuma il valore che ha su 0B(0,1). Chiaramente, f é non nulla su tutto

R". Sia € > 0 tale che l’z-mollificatore® o. realizzi o- x f #0 suR™ e g. * f(x) = = su

R™\ B(0,2). Detto cio, l’applicazione ‘255**;', a meno di un riscalamento, é un’applicazione

liscia che é lidentita su 0B(0,1), da cui l'assurdo.

A questo punto, la conclusione seque in modo simile a come riportato nel Capitolo /.

2 Esistenza ed unicita di minimi

In questa sezione ci occupiamo del caso scalare. Nel seguito considereremo ¢ € |1, 00].

Se L e coercitiva, esistono o > 0, 5 > 0 tali che per ogni z € U,s € R, £ € R
L(x,s,€) = alé]” = .
Allora,
Tu] = /UL(;E,U, Du)dL" (x) > /U(oz]Du|q — B)dL" = | Dull% ) —
dove v = SL"(U) > 0. Riassumendo,

(2.1) Iu) = e[ Dull Loy =7,

2Perché abbiamo bisogno di un’applicazione almeno di classe C?, cosi & pure C°.
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detta condizione di coercitivita di I. Osserviamo subito che se || Du||gay — 400, allora
I[u] — +o00. La condizione di coercitivita ha significato anche per u meno regolari
rispetto alle ipotesi iniziali.

Non e detto, a priori, che il funzionale ammetta minimo.

(2.2) Esempio Dato q € ]2,2*[, sia [ : H}(U) — R tale che

1 1
Iu] = 2/U|Du|2d£”— q/U|u|qd£”.

Dato ug € H}(U), consideriamo la successione (hug). Allora,

2

h e
Ihug) = = / \Dufacr - / ul?dL” < C(h? — ht) — —oo,
2 Jy q Ju

quindi I non puo ammettere minimo su H}(U).

Considereremo, da questo punto in poi, I : Wol 1(U) — R. Osserviamo che, anche se &

ben definito, potrebbe comunque fare +o0.

(2.3) Teorema Supponiamo che L sia inferiormente limitata e convessa nella variabile

& Allora I é debolmente inferiormente semicontinuo.

Dimostrazione. Innanzitutto, senza perdita di generalita®, siccome L ¢ inferiormente

limitata, possiamo supporre che
L>0.

Siano (uy) in Wy 9(U) ed u € Wy?(U) tali che u, — u in Wy(U). Chiamiamo
[ = lim inf I[up).

Mostriamo che [[u] < [l. Innanzitutto, a meno di una sottosuccessione, possiamo
supporre che [ = h;ILn I[uy]. Inoltre, per il Teorema di Rellich, sicuramente u;, — w in
L4(U) e quindi, a meno di una ulteriore sottosuccessione, u;, — u q.0. in U. Se € > 0,
per il Teorema di Severini-Egorov esiste allora FE. C U tale che u; — u uniformemente
su F. e

LYU\ E.) <e.

Senza perdita di generalita possiamo supporre E. C F. se 0 < ¢ < . Poniamo

FS:{xEU:]u(m)|+|Du(x)|§i}.

3Siccome L > B e siamo in un dominio limitato, si tratta di applicare gli argomenti seguenti
all’applicazione L = L — 8 > 0.



2. ESISTENZA ED UNICITA DI MINIMI 157

Osserviamo subito che

N = / (Jul? + | Dul?) dL" < +oo,
U

N:/ (|u|q+|Du|‘1)d£"+/ (|u|q+|Du|q)d£”2/ (ul? + [Du|?) dL" >
F.

F. U\F:
! qd[, ! qE U\ F,
> . n — n
- /U\FE (28) (25) (U F)
e quindi
LU\ Fr) < (2¢)'N
da cui
Elir(% LU\ F.) = 0.
Consideriamo anche
G.=E.NF..

Siccome, utilizzando le Leggi di De Morgan,

abbiamo subito che
lim £"(U \ G.) = 0.

e—0t
Ora, essendo L di classe C'™° e convessa nella variabile &, per ogni x € U, per ogni s € R

e per ogni £, € R"
L(x,s,€) = L(w,s,1) + DeL(x,s,1) - (£ —n)*

e quindi

Tup] = /U L(w, un(x), Dun(2))dL" (&) > / L(z, un(w), Dun(z))dL"(x) >

€

2/ L(w, un (@), Du(z))dL™(x)+

+ [ Dele.unfa). Du(w) - (Duy(w) = D)L (w) =

40ssia L sta sopra il suo piano tangente in &.
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_ / L(x, un(x), Du(z))dL" () +

+/ (DeL(x,up(x), Du(z)) — DeL(x, u(x), Du(z))) - (Dup(z) — Du(x))dL"(z)+

+ ; D¢L(x,u(x), Du(x)) - (Dup(x) — Du(x))dL"™ (x).

Ora, utilizzando la disuguaglianza di Holder,

‘/G (DeL(x, up(x), Du(z)) — DeL(x, u(x), Du(z))) - (Dup(x) — Du(x))dL"(z)| <

< /G |DeL(x, up(z), Du(z)) — DeL(x, u(z), Du(z))||Dup(x) — Du(x)|dL™(x) <

< [1DeL(:, un, Du) = DeL(+,u, Du)|| o )l Dun — Dul| ooy,

ma Duy, — Du — 0 in LY(U) e quindi in particolare (Duy, — Du) ¢ limitata in LI(U),
quindi in L9(G.). Ne risulta che

/ (DeL(x,up(x), Du(z)) — DeL(x, u(x), Du(z))) - (Dup(x) — Du(x))dL"(z)| <
< CHDEL(" Uh, Du) - DﬁL('v u, Du)”Lq’(GE)'

Dal Teorema di Lagrange ora, esiste o € [0, 1] tale che
/G (DeL(x, up(x), Du(z)) — DeL(x, u(x), Du(z))) - (Dup(x) — Du(x))dL"(z)| <

1
Py

" un(z) — u(:c)|q’dm(;c)) <

<c ( /G D2 L(w, cun(a) + (1 - o)u(z), Duz))

S
Py

< Cllup — ul|z(a.) </G ‘DigL(x, oup(z) + (1 — o)u(x), Du(x)) q/dﬁn(x)>

Siccome

1 2
loun = (1 = o)u| < ofup| + (1 = o)ful < olun —ul +Jul < ollun = ullz=@) + 2 < 2

si ha che || D2 L(-, u, Du)| 1 (c.) < 400 e quindi

/ (DeL(x,up(x), Du(z)) — DeL(x, u(x), Du(z))) - (Dup(x) — Du(x))dL"(z)| <

< Cllun = ullL=(c.).
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In definitiva, se h — +o00

/ (DeL(x,up(x), Du(z)) — DeL(x, u(x), Du(z))) - (Dup(x) — Du(x))dL"(z) — 0.

Analogamente®, si vede che se h — 400
/ L(x,up(z), Du(z))dL"(z) — L(z,u(x), Du(z))dL"(x).
€ GS
Invece,

; DeL(z, u(x), Du(x)) - (Dup(x) — Du(x))dL" () —/UXcs(w)DsL(ﬂ?’U(iv%Du(x))‘

- (Dup(z) — Du(x))dL"(z),

ma, su G, D¢L(z,u(x), Du(z)) & limitato e quindi in particolare sta in LY (U). Per

convergenza debole si conclude quindi che se h — 400
D¢L(z,u(x), Du(x)) - (Dup(x) — Du(x))dL™(x) — 0.
Ge
Riassumendo, per ogni € > 0

[ = li}rlnl[uh] > / L(z,u(z), Du(x))dL"(z).

£

Ora,
/ L(x,u(m),Du(m))dﬁ"(m):/Uga(x)dﬁn(x),

dove
9:(z) = xc.(z)L(z, u(z), Du(z)) > 0.

Inoltre, se &’ < ¢,
1 1

e ¢

e quindi F. C F.,. Cio, combinato con il fatto che E. C E.., permette di dedurre che

Je S Ge'-

Siccome poi L"(U \ G.) — 0 per € — 0, si ha anche che se ¢ — 0, g. — L(x, u(x), Du(z))

SAggiungi e togli L(z,u(x), Du(x)) e poi ragiona come sopra.
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g.o. in U. Dal Teorema di Beppo-Levi segue dunque che se ¢ — 0
> / L(z, u(z, Du()))dL"(x) = I[u]. m
U

(2.4) Osservazione Vale la pena di notare che la difficolta della dimostrazione sta
nel fatto che Dup — Du in LY(U) non implica, nemmeno passando a sottosuccessions,
Dup, — Du q.o. in U. La chiave per superare questo ostacolo risiede proprio nella

convessita nei gradienti.

(2.5) Teorema (di esistenza) Supponiamo che L sia coercitiva e convessa in §.
Allora esiste u € Wy '(U) tale che

Ifu] = min T[w].
weWy (V)

Dimostrazione. Si tratta di applicare il Metodo Diretto del Calcolo delle Variazioni. =

Senza pretesa di completezza, la seguente e una possibile condizione sufficiente per

I'unicita del minimo.

(2.6) Teorema (di unicita) Supponiamo che L sia coercitiva e convessa nella variabile
&. Supponiamo inoltre che L non dipenda da s e che esista v > 0 tale che per ogni x € U,

per ogni £, € R"

-21 DégjL(x, Enim; > vin)?. (uniforme convessita)
1,]=

Allora esiste ed ¢ unico w € Wy '(U) tale che

Iu] = min [Ifw)].
weW, 1 (U)

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

(2.7) Definizione Diciamo che u € Wy(U) ¢ soluzione debole dell’equazione di

Eulero-Lagrange associata ad L

-, Di’&_ (L(z,u(x), Du(x))) + DsL(z,u(x), Du(z)) =0 in U,
u=">0 su oU,
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se per ogni v € Wy (U) si ha

/U <zj: D¢, L(z,u(x), Du(x))Dyv(x) + DsL(x, u(z), Du(:v))v(:c)) dL™(x) =0

(2.8) Teorema Supponiamo esista C > 0 tale che per ogni x € U, per ogni s € R e per
ogni £ € R"

Lz, 5, )] < C(1+[s] + [€]%),
| DeL(z,s,6)] < C(L+s|"" + €],
[DsL(w,s,6)] < C(1+s|"" +]¢]*7).

Se u € Wy (U) ¢ tale che

Iu] = min Iw],
weWy (V)

allora ¢ soluzione debole dell’equazione di Eulero—Lagrange associata ad L.

Dimostrazione. Sia v € Wy Y(U). Dalla prima stima di crescita ricaviamo subito che

li(T)| < 400 per ogni 7 € R. Ora, se 7 # 0,

ac"(z).

7—20 T

i(1t) —1(0) _ / L(z,u(z) + Tv(x), Du(z) + 7Dv(x)) — L(x,u(x), Du(z))

Per 7 — 0,

L(- Du+ 7Dv) — L(-,u, D Y
(,u+T1v, Du+7Dv) — L(-,u, u)—>ZDﬁiL(‘,u,Du)DinWLDsL(‘a“vDu)U

i=1

T

g.o. in U. Inoltre, per il Teorema fondamentale del calcolo integrale, per q.o. x € U,

L(z,u(x) + Tv(x), Du(z) + 7Dv(x)) — L(x,u(x), Du(x))

T

- i/OT iL(m, u(zx) + tv(x, Du(z + tDv(zx))dt =

1 T n
— T/o (; D¢, L(z,u(z), Du(z))Dyv(x) + Dy L(z, u(x), Du(x))v(x)) dt.

e quindi combinando le stime di crescita con la disuguaglianza di Young si ottiene che

‘L(x, u(z) + Tv(x), Du(x) + 7Dv(z)) — L(x,u(z), Du(z)) ‘ <

< C(|Du|? + |u|? + |Dv|? + |v|T+ 1) € Ll(U).
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Il Teorema della convergenza dominata restituisce quindi

0=14(0)= /U (ZE D¢, L(x,u(z), Du(x))Dyv(x) + DeL(z, u(x), Du(x))v(x)) ac"(z),

da cui la tesi. =

(2.9) Osservazione Le stime di crescita possono essere indebolite. I dettagli esulano

pero dai nostri scopi.

(2.10) Proposizione Supponiamo che per ogni x € U Uapplicazione {(s,&) — L(x,s,&)}
sia convessa. Allora ogni soluzione debole dell’equazione di Eulero—Lagrange associata ad

L & un minimo per I.

Dimostrazione. Sia u una soluzione debole dell’equazione di Eulero—Lagrange associata
ad L. Sia w € WyY(U). Dalla convessita dell'applicazione {(s, &) — L(z,s,€)} si ha che
per ogni z € U, per ogni s € R e per ogni £, € R”

L(x,s,&) + DeL(x,s,8) - (n—&) + DsL(x,s,§) - (w—s) < L(z,w,n).
Allora, scelto & = Du(x), n = Dw(zx), s = u(z) ed integrando su U
1] + / (DeL(w, u(w), Du(@)) - (Dw(@) - Du(a))+
U
+ DyL(x,u(z), Du(z)) - (w(z) — u(x)))dﬁ”(m) < I[w]
ma dal fatto che u & soluzione debole e che w — u € W, 9(U) si ottiene
Iu) < Iw]

da cui la tesi. m

3 Vincoli

In questa sezione, U indichera un generico sottoinsieme aperto limitato di R" e con
oU di classe C°.
Ci poniamo l'obiettivo di studiare alcune tipologie di problemi vincolati. Iniziamo

dal caso dei wvincoli di tipo integrale, di cui studiamo il seguente problema modello:
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consideriamo U connesso ed il funzionale I : H}(U) — R tale che

Tw] = ;/U\Dw\QdE”.

In aggiunta, data un’applicazione G : R — R liscia, tale che, detta g = G’, si abbia per
ogni z € R
9(2)] < C(1+ [z]),

e quindi, di conseguenza,
G(2)] < C(1+[2),

per qualche C' > 0, consideriamo anche il funzionale J : H}(U) — R tale che
Jlw) = / Gw)dLr
U

Detto
A={wem)U): Jw =0},

siamo interessati a

inf I{w].

weA

(3.1) Teorema Se A ¢é non vuoto, allora esiste u € A tale che

I[u] = min I[w].

weA

Dimostrazione. 5 Sia (uy,) in A una successione minimizzante, ossia
Iup| — inf 1.
[un] — i
In particolare, esiste K > 0 tale che per ogni h € N

lunllzay = /20 [un] < K < +o0,

quindi, per il Teorema di Eberlein-Smulian, esistono u € Hj(U) e (up, ) tale che up, — u

in H}(U). In particolare, per la debole semicontinuita inferiore della norma di H}(U),

Iu] < limkinf[[uhk] = H}\f I

6Si tratta di usare il Metodo Diretto del Calcolo delle Variazioni.
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Per il Teorema di Rellich—-Kondrachov e I'unicita del limite, a meno di sottosuccessioni,

up, — w in L*(U), quindi”
] = 19 = ]| < [ 160 = GlunIa” < € [ ju=n, (15 ful + |, c”,
da cui, per la Disuguaglianza di Holder,
|[J[ull < Cllu —un, |2y = 0,

ossia J[u] = 0, quindi v € A e la tesi segue. =

Vediamo come scrivere 1’equazione di Eulero-Lagrange.

(3.2) Teorema Sia u € A tale che
I[u] = min I[w].

weA

Esiste A € R tale che per ogni v € H}(U)

/ Du - DvdL" = )\/ g(u)vdL".
U U

Dimostrazione. Fissiamo, innanzitutto, v € HJ(U). Vediamo dapprima il caso in cui

g(u) # 0 q.o. in U. In particolare, esiste w € H}(U) tale che
/ g(w)wdL™ # 0 :
U
infatti se, per assurdo, per ogni w € H}(U) si avesse

/ g(uw)wdL™ =0,
U

in particolare varrebbe per ogni w € C°(U) quindi, per il Lemma di Du Bois-Reymond,

si otterrebbe g(u) = 0 q.o. in U, che ¢ assurdo. Consideriamo j : R? — R tale che

j(r,0)=Ju+ 710+ ow] = / G(u+ 71+ ow)dL".
U

7Si usa il fatto che

|G<t>fG<s>\s/ \g(r)\drsc/ (1+|r\>drsc/ (1+ 3| + [t))dr < CJt — s|(1+ [s] + |£]).
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Chiaramente j(0,0) = J[u| = 0. Inoltre, per il Teorema di passaggio al limite sotto il

segno di integrale ed il Teorema della convergenza dominata, si puo osservare che j e di

classe C' e
9j 9j
—=(r,0) = [ g(u+7v+ ow)vdl", —(1,0) = [ g(u+ 10+ cw)wdL".
67_ U 60- U
In particolare,
9j
——(0,0) #0
ao_< ? ) #

Per il Teorema delle funzioni implicite, esiste 79 > 0 e ¢ : [—79, 70] — R di classe C! tale

che ©(0) =0 e j(7,¢(7)) = 0 per ogni 7 € [—79, To]. In particolare,

0 (rplm) + 22 (7, 0l () =0,
da cui [, guydcr
iy Juglwv
#(0) = [ g(w)wdLr

Sia i : [—70, To] — R di classe C! tale che
i(r) = Iu+ 1v + o(T)w.

Siccome j(7, (7)) = 0, allora u 4+ 7v 4+ ¢(7)w € A. In particolare, siccome I ha minimo

in u, ¢ ha minimo in 0 quindi, per il Teorema di derivazione sotto il segno di integrale,
0=14'(0) = / Du - (Dv+ ¢'(0)Dw)dL™
U

da cui, posto
_ Jy Du- DwdL"

)‘ - 9
fU g(u)wdLn

si ha

/ Du - DvdL" = )\/ g(u)vdL".
U U

Se, invece, g = 0 q.o. in U, in particolare, DG(u) = g(u)Du = 0 q.o. in U.® Dal

8Si tratta di usare il seguente fatto generale.
Teorema Sia u € Wl’l(U;Rk) e sia g : RF — R un’applicazione di classe C'. Valgono i sequenti fatti:

loc

(a) g(u) é L™-misurabile e Dg(u) - Dj(u) é L™-misurabile per ogni j =1,...,n,

(b) se g(u) € L}

loc

D;(g(u)) = Dg(u) - Dj(u) per ogni j =1,...,n.

(U) e Dg(u) - Dju € L, (U) per ogni j = 1,...,n, allora g(u) € whi) e

loc
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fatto che U ¢ connesso, segue che G(u) ¢ costante su q.o. su U, ma J[u] = 0, quindi
G(u) =0 q.o. in U. Siccome u = 0 su U nel senso delle tracce, segue che G(0) = 0.7 In
particolare, u = 0 q.o. in U: se cosl non fosse, siccome 0 ¢ ammissibile, verrebbe violata
la minimalita di u essendo I[u] > I[0] = 0. La tesi, in questo caso, segue quindi per un

qualsiasi A € R. =

(3.3) Osservazione Il Teorema precedente afferma che © minimi del funzionale I su A

sono soluzioni deboli del problema di Dirichlet'®

—Au = Ag(u) inU,
u="0 su OU,

dove X ¢ il moltiplicatore di Lagrange corrispondente al vincolo integrale J]u] = 0.

Veniamo ora al caso dei vincoli unilateri, di cui studiamo l’esempio notevole del

problema dell’ostacolo: consideriamo f : U — R liscia ed il funzionale I : H}(U) — R

Iw] = /U (;|le2 - fw) ac".

Data un’applicazione h : U — R liscia, detta ostacolo, e detto

tale che

A:{MEHS(U):wth.o. inU},

siamo interessati a

inf I{w].

weA

Chiaramente, A & un insieme convesso.

(3.4) Teorema Se A ¢é non vuoto, allora esiste ed é unico u € A tale che

Iu] = min I[w].

weA

Dimostrazione. Sia (u;) in A una successione minimizzante, ossia

Iup] — H,zl\f I.

9Per definizione, esiste (up,) in C>°(U) tale che uj, — u in Hg(U). Siccome G ¢ liscia, in particolare,
G(up) & di classe C* per ogni h € N e G(up) — G(u) in WH1(U). Allora,

T(G(w) = lim G(un)lov = lim G(un|ov) = lim G(0) = G(Tw),

quindi 0 = T(0) = TG (u) = G(Tu) = G(0).
10Che & un problema agli autovalori non-lineare nelle incognite (u, \), con u # 0.
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In particolare, per la Disuguaglianza di Holder e la disuguaglianza di Poincaré,
lunll oy < 21[un] + Cllfll ey lunlli o)
e quindi, per la Disuguaglianza di Young pesata,
[unll7ps oy < 41 [un] + C.
Esiste, dunque, K > 0 tale che per ogni h € N
Junllgpwy < K < +o0,

quindi, per il Teorema di Eberlein-Smulian, esistono u € Hj(U) e (up, ) tale che up, — u
in Hj(U). Per il Teorema di Rellich-Kondrachov e l'unicita del limite, a meno di
sottosuccessioni, uy, — u in L*(U), quindi uy, — v in L*(U) e, per le proprieta degli
Spazi di Lebesgue, a meno di sottosuccessioni, up, — u q.o. in U, quindi up, > h q.o. in

U. Inoltre, usando anche la debole semicontinuita inferiore della norma di H}(U),
Iu] < limkinf[[uhk] = irfl‘f I,

quindi
I[u] = min I[w].

weA

Supponiamo ora, per assurdo, che esistano u,u € A tali che u # uw q.o. in U e

I[u] = min I'[w] = I[u].

weA

Siccome A ¢ convesso, 3(u+1u) € A. Ma, per il fatto che || |51y € una norma su H}(U),

u+u

[\

1<Du+Du —1fu—1fu>dL”_

1
§ |Du|2 + |Da|* + 2Du - Du — ffu - fu) ac" =

—_

g 2\Du]2 +2|Duf® — |Du — Daf? 5fu - 2fu> cr <

I
“‘Hm\c\q\

M fl[ﬂ] = min 1,
2 A

assurdo e la tesi € dimostrata. m
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(3.5) Teorema Sia u € A l'unica soluzione di

I[u] = min I[w].

weA

Per ogniv e A

/UDu - D(v —u)dL" > /Uf(v —u)dL".

Dimostrazione. Fissiamo, innanzitutto, v € A. Per ogni 7 € [0, 1], siccome A ¢ convesso,
u+ 7(v —u) € A. Consideriamo i : [0,1] — R di classe C" tale che

i(r) =Tu+ 7(v —u)l.
Allora i(0) < i(7) per ogni 7 € [0, 1] quindi, per il Teorema della convergenza dominata,

OSL%M;Z.(O):/ (Du-D(v—u)— f(v—u))dL",

da cui la tesi. =

Potendo dimostrare che u € W2 (U)! allora I'insieme
O={zxeU:u(z)>h(x)}
¢ aperto. Mostriamo che u € C*°(O) ed ¢ soluzione dell’equazione
—Au = fin O.

Sulla base della teoria della regolarita dei problemi lineari, ¢ sufficiente dimostrare che ¢
soluzione debole. Fissiamo v € C2°(0). Prima di tutto, esiste dy > 0 tale che per ogni
T € |—0p, do[ si abbia u + 7v € A: infatti se, per assurdo, esistesse (7;) convergente a 0
tale che u + 7ju ¢ A allora, siccome v ha supporto in O e u > h q.o. su U, dovrebbe
essere u + 7,0 < h q.o. in O e, passando al limite su j, u < h q.o. in O, da cui I'assurdo.

In particolare,
7/ (Du - Dv — fv)dL™ > 0.
o

Siccome, in questo caso, € possibile scambiare 7 con —7, si ottiene

/ (Du - Dv — fv)dL" = 0.
o)

Noi lo prendiamo per buono.
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Se orav € CX(U) tale chev >0e 71 €]0,1], u+7v > u > h, quindi u+ 7v € A. In
particolare,
/ (Du - Dv — fv)dL™ > 0.
U

Dal fatto che u € W*°(U), si deduce che

/ (—Au — f)odl" >0,
U

ossia —Au > f q.o. in U.
Riassumendo,
u>h,—Au>f q.o.in U,

—Au=f su O.
In particolare, chiamiamo frontiera libera 'insieme F = 00 N U.

(3.6) Osservazione Lo studio dei problemi di frontiera libera é importante in molti
ambiti: si trovano applicazioni nello studio di problemi di controllo ottimo legato al tempo

di arresto di un moto browniano, in idrologia, nella teoria della plasticita,. . .

Vediamo, infine, il caso dei vincoli puntuali, di cui studiamo ’esempio notevole delle

mappe armoniche sulla sfera: consideriamo il funzionale I : H*(U;R™) — R tale che

Iw] = ;/U\Dw|2d£”.
Data g € L*(0U;R™) e detto
A= {w € H'(U;R™) : w = g su U nel senso delle tracce, |w| =1 q.o. in U},
siamo interessati a

inf Ifw].
weA

L’idea ¢ di minimizzare il funzionale energia su tutte le applicazioni da U C R" nella
sfera 0B(0,1) C R™.

(3.7) Osservazione [l problema delle mappe armoniche sulla sfera é utile per studiare

alcuni modelli per i cristalli liquidi: in particolare, é usato nella Teoria di Frank.

(3.8) Teorema Se A ¢é non vuoto, allora esiste u € A tale che

I[u] = min I[w].

weA
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Dimostrazione. '? Sia (u;) in A una successione minimizzante, ossia
Iup] — iI}‘f I.
In particolare, per il vincolo puntuale,
lunll @ memy = /U|Uh|2d£” + 2[un) < L™(U) + 21 [uy).
Esiste, dunque, K > 0 tale che per ogni h € N
up || g mmy < K < o0,

quindi, per il Teorema di Eberlein-Smulian, esistono v € H'(U;R™) e (uy, ) tale che
— u in H'(U;R™). Per il Teorema di Rellich-Kondrachov e 1'unicita del limite, a

meno di sottosuccessioni, uy, — u in L*(U;R™), quindi up, — u in L*(U;R™) e, per le

Uhk

proprieta degli Spazi di Lebesgue, a meno di sottosuccessioni, u,, — v q.0. in U, quindi

lu| =1 q.o. in U e, per convergenza debole,

/ Tu — g|*dH™ ! < C/ |Tu — Tup, PdH" ™ + C/ | Tuy, — glPdH™ ! =
ou ou ou

=C | |Tu— Tup,|PdH" — 0,
oUu

quindi v = g su QU nel senso delle tracce. Inoltre, usando anche la debole semicontinuita

inferiore della norma di H'(U;R™),
< Tim i .
Iu] < hmkmf[ [un,] H/llf I,

quindi

Iu) :gleiﬂj[w]' n

Vediamo come scrivere 1’equazione di Eulero-Lagrange.

(3.9) Teorema Sia u € A tale che

Iu] = min I[w].

weA

126G tratta di usare il Metodo Diretto del Calcolo delle Variazioni.
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Per ogni v € HJ(U;R™) N L (U; R™)!3

/ Du - DvdL" = / | Dulu - vdL".
U U

Dimostrazione. Fissiamo, innanzitutto, v € Hj(U;R™) N L>(U; R™). Usando il vincolo
puntuale, segue l'esistenza di § > 0 e o > 0 tale che per ogni 7 € |—0,d[ si abbia
|u+ Tv| > 0 q.o. in U: infatti se, per assurdo, esistessero (7;), (0;) convergenti a zero
tali che |u+ 70| < 0 q.o. in U, si avrebbe u = 0 q.o. in U, assurdo.

Mostriamo che 2% € A per ogni 7 € |4, d[. Innanzitutto, 2% € H*(U;R™)™"

|u+7v|  utTv|

u+TU
|utTv|

=1 q.o. in U. Inoltre, siccome!®

Tu+1v)=Tu+71Tv=Tu =g, Tlu+1v|=|Tu+7Tv| = |Tu| =|g| =1

allora T ( Ut T ) = g q.0. in QU.'6

|utTv]

Consideriamo i : |—4, 5] — R di classe C! tale che

i(ﬂ:[[

U+ TV
lu + Tv|

In particolare, siccome /I ha minimo in u, ¢ ha minimo in 0 quindi, per il Teorema di

derivazione sotto il segno di integrale,

U+ TV
Du-D _ "
/ v (dT <\u +TU|> |T_0> dL

13In modo che l'integrale a secondo membro sia finito, infatti, per il vincolo puntuale,

/ | Dul*u - vdL"
U

< [ IpuPlulllac” = [ [DuPloldc? < [ollie o el s < +oc.
U U

1La stima della norma L? & evidente perché esce I'integrale di 1. La parte con i gradienti segue dal
seguente fatto generale

m
Djw;|w| — ﬁ ZwiwhDjwh
W; h=1
D, ()=
’ (|W> wl? ’

combinato con il fatto che |u 4+ 7v| > o q.0. in U ed il vincolo puntuale.

150gsserviamo che
m m m
2| _ N2 2
Y wd | =D (Tu;)*=> g2,
=1 =1 =1

dove abbiamo sottinteso un buon comportamento della traccia, che gia e stato evidenziato nel caso dei
vineoli integrali, ossia |g| = 1.
16 Abbiamo qui sottinteso un buon comportamento della traccia rispetto al quoziente.
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Ora,
dut+Tv v ((utTv) v)(utTV)
dr |u+71v|  |u+ 70| lu + o3 ’
quindi
d ((u+TV | ( )
— | ——— | |r=0 =v — (u-v)u,
|u + T 0
da cui

/ Du - DvdL" = / Du - D((u-v)u)dL".
U U

Essendo |ul> = 1, (Du)Tu = 0, quindi

Du - D((u -

zn:D]uZ <§: D;( Uhuhuz)> =

i h=1

les

—1
> (]D wi|*vpup, + Djusupu; Divy, + Djusvpu;D; uh) =

175=1

Ei:wuz v-u +Z§:<2Duu>uhDvh+

.

I
WMS

Mz 11

j=1 h=1j=1 \i=1
+> > (ZD U; uz> Djupvy, = |Dul?(v - u),
h=1j=1 \i=1

da cui la tesi. m

(3.10) Osservazione [l Teorema precedente afferma che ¢ minimi del funzionale I su

A sono soluzioni deboli del problema di Dirichlet

—Au = |Dul?*uv in U,
u=gq su OU,

dove A = |Dul? ¢ il moltiplicatore di Lagrange corrispondente al vincolo puntuale |u] = 1.

Vale la pena osservare una differenza: per un vincolo di tipo integrale il moltiplicatore

di Lagrange ¢ un numero reale; per un vincolo puntuale ¢ un’applicazione.

4 Punti critici

Vediamo la teoria nell’ambientazione hilbertiana, trascurando possibili generalizzazioni

in spazi di Banach o solamente metrici.
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(4.1) Definizione Consideriamo (X, (|)x) uno spazio di Hilbert su R ed I : X — R.

Diciamo che I ¢ differenziabile in u € X se esiste v € X7 tale che per ogni w € X
Hw] = ITu] + (v|w — u)x + of[lw — ul).

Se v esiste, ¢ unico e viene denotato con I’[u].

(4.2) Definizione Consideriamo (X, (|)x) uno spazio di Hilbert su R, u € X ed

I: X — R differenziabile in u. Diciamo che u é un punto critico per I se I'[u] = 0.

(4.3) Definizione Consideriamo (X, (|)x) uno spazio di Hilbert suR ed I : X — R.
diciamo che I € CY(X;R) se I'[u] esiste per ogni u € X e lapplicazione I' : X — X ¢

continua.

(4.4) Notazione Consideriamo (X, (|)x) uno spazio di Hilbert su R. Denotiamo con C
I'insieme delle funzioni I € C'(X;R) tali che I’ : X — X sia lipschitziana sui sottoinsiemi
limitati di X.

(4.5) Definizione Consideriamo (X, (|)x) uno spazio di Hilbert suR ed I € C'(X;R).
Diciamo che I soddisfa la condizione di Palais—Smale se per ogni (uy) in X tale che

(I[up)) limitata e I'[up) — 0 in X, allora esistono (up,) ed uw € X tali che up, — uw in X.

Per evitare di appesantire tecnicamente la trattazione, considereremo in questa sezione
Irec's

(4.6) Definizione Consideriamo (X, (|)x) uno spazio di Hilbert su R ed I € C. Se

c € R, chiamiamo c-sottolivello ["insieme
A, ={ue X : Iu] <c}
e insieme dei punti critici a livello ¢ [’insieme
K.={ue X :Iu]=c¢I'ul =0}.

In particolare, diciamo che ¢ é un valore critico per I se K. # (.

(4.7) Teorema (di deformazione) Consideriamo (X, (|)x) uno spazio di Hilbert su R
ed I € C soddisfacente la condizione di Palais—Smale. Se esiste ¢ € R tale che K, = 0,
allora per ogni € > 0 sufficientemente piccolo esistono 6 € ]0,¢[ ed n € C([0,1] x X; X)
tale che, detta ny(u) = n(t,u), valgono i sequenti fatti:

17Qui si sta implicitamente usando il Teorema della rappresentazione di Riesz.
BTutto pud essere fatto anche senza questa ipotesi pero.
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(a) per ogniu € X, no(u) = u,

(b) per ogniu & I ([c —e,c+¢]) e per ogni t € [0,1], n,(u) = u,

(¢) per ogniu € X e per ogni t € [0,1], I[n(u)] < I[u],

(d) m(Acys) C Acs.

Dimostrazione. Mostriamo, innanzitutto, che esistono o,e € |0, 1] tali che per ogni
uw € I"Y(Jc—¢€,c+¢]) si abbia |I'[u]||x > 0. Supponiamo, per assurdo, che esistano
(0;),(g5) in ]0, 1] convergenti a 0 e u; € I *(Je — &;,¢ +¢]) tali che |[|[I'[u;]]|x < o;. In
particolare, I[u;] — ¢, quindi ¢ limitata, e I'[u;] — 0 quindi, per la condizione di Palais—
Smale, a meno di sottosuccessioni, esiste u € X tale che u; — w in X. Per continuita,
I[u] = c e I'lu] = 0, in contraddizione con il fatto che K, = ().

Prendiamo 4 € |0,e[ N }O, %2[ e consideriamo

A={uve X : Iu<c—colul>c+e}, B={ueX:c—56<Iul<c+d}.

Siccome [ € C, allora I'applicazione {u +— dist(u, A) + dist(u, B)} ¢ limitata dal basso da
una costante strettamente positiva su ogni sottoinsieme limitato di X. Di conseguenza,

I'applicazione g : X — [0, 1] tale che

dist(u, A)

9lu) = dist(u, A) + dist(u, B)

¢ lipschitziana sui sottoinsiemi limitati di X. In piu, g =0su A e g = 1 su B. Data
h : [0, +oo[ — R tale che

1 se0<t<1,
h(t) =

o~ |

set > 1,

definiamo V : X — X tale che
V(u) = —g(w)h(|[I'[u]|| x)1'[u].

Dal fatto che V' e limitata e lipschitziana sui sottoinsiemi limitati di X, per ogni u € X
il problema
D) =V(n(t)) set>0,
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ammette una ed una sola soluzione 1 definita su [0, +00['?. A meno di una restrizione e
di un abuso di notazione, rimane definita un’applicazione n € C([0,1] x X; X).

(a) Evidente.

(b) Sia u & I7'([c — &, ¢+ €]). In altre parole, u € A. Allora g(u) = 0, quindi V(u) = 0,
ossia u ¢ soluzione del problema di Cauchy enunciato all’inizio. Per unicita della soluzione,
n; = u per ogni t € [0, 1].

(¢) Per ogni u € X, per ogni t € [0, 1], siccome

G000 = (T 0] = V) -

= —g(ne() (7' Ine ()] [ x) 1 [ ()] [ <0,

allora I[n(u)] < I[ul.

(d) Sia u € Aqys. Se esiste t € [0, 1] tale che ny(u) ¢ B, deve essere I[n;(u)] < c¢— 4 e, per
la (c),
I (u)] < Im(u)] < c =4,

quindi 7y (u) € Aq—s.
D’altra parte, mettiamoci nel caso in cui per ogni ¢t € [0, 1] si ha n,(u) € B. Allora

g(ne(u)) = 1 per ogni t € [0,1] e

d

S m(w)] = =R ()] ) e ()]

Se ||I'n:(u)]||x > 1, otteniamo

d
a][nt(u)] < —1< -0

Se |[I'[m(w)]||x <1, invece h(||I'[m:(u)]||x) = 1 e quindi

d
@] < =[x < —o”
In ogni caso, per la disuguaglianza di Lagrange,

Imu)] < Ifu] —o? <c+6—0*<c—4,

da cui g(u) € Aes. ®

19Non entriamo nei dettagli riguardo questo fatto: si tratta di estendere al caso hilbertiano quanto
visto nel corso di Approfondimenti di Analisi Matematica.
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Vediamo un controesempio al Teorema precedente.

4.8) Esempio Sia f:R? — R tale che
(4.8)

flzy) = 2® + 42

Siccome f(0,0) =0 e Df(0,0) = 0, allora 0 € Ky. In particolare, Ko # 0. Siccome
As = B(0, \/5) e A_s = (), non puo esistere una deformazione che porta As in A_s.

(4.9) Teorema (del passo montano) Consideriamo (X, (|)x) uno spazio di Hilbert su
R ed I € C soddisfacente la condizione di Palais—Smale. Supponiamo valgano i sequenti
fatti:

(13) esistono r,a > 0 tali che per ogni u € OB(0,7) C X

Iu] > a,

(1ii) esiste v € X tale che ||v]|x >r e I[v] < 0.

Allora, detto
I'={g€C([0,1]; X) : 9(0) = 0,9(1) = v},

st ha che

— inf Ilg(t
¢ = inf max [9(t)]

¢ un valore critico per I.

Dimostrazione. Mostriamo, innanzitutto, che ¢ > a > 0. Data g € I, sia ¢ € C([0,1];R)

tale che
o(t) = llg(t)] x-

Osserviamo che ¢(0) =0 e ¢(1) = ||v||x > r, quindi esistera ¢ € |0, 1] tale che ¢(f) = r,
da cui ||g(?)||x = r, quindi, per (i7),
> t)] >
max Ilg(t)] = Ig(t)] = a,

da cui, passando all’inf su I', ¢ > a > 0.

Supponiamo, per assurdo, che K, = (). Allora, per il Teorema di deformazione, per
ogni € € }O,%{ﬂ 10, ¢[ esiste 6 € |0,e[ ed n =mn : X — X tale che n(A.s5) € A.—s e, per
ogni u ¢ I"'([c —e,c+¢€]), n(u) = u.
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0 c—e¢ c+e
|
|

Per definizione di estremo inferiore, esiste g € I" tale che

<
%gfbﬁﬂ_c+&
ossia, per ogni t € [0,1], g(t) € A.ys. Poniamo g = o g. Chiaramente § € C([0,1]; X).
Inoltre, §(0) = n(0) =0e g(1) = n(v) = v, quindi § € I'. Siccome ¢(t) € A.4s, allora
g(t) € A._s, quindi

A\ <
Q%IMM_C 9,

da cui ¢ < ¢ — ¢, assurdo. =

(4.10) Osservazione Pensiamo al caso X = R?. In questa situazione il grafico di
I ¢ un "lenzuolo” sopra il piano xy. Sappiamo che l'origine € circondato da punti ad
altezza a e che esiste un punto che sta sotto il piano xy. Se partendo dall’origine volessi
raggiungere tale punto dovro necessariamente "salire" e poi "scendere': nel percorrere

questo passo, attraversero un punto critico per I.

Il lettore interessato puo approfondire altri aspetti legati al Calcolo delle Variazioni
cominciando da B. DACOROGNA, Introduction to the Calculus of Variations, Imperial
College Press, London, 2014. Un altro testo, piu recente, puo essere L. BRASCO, Handbook
of Calculus of Variations for Absolute Beginners, Springer, Cham, 2025.






Capitolo 4

Teoremi di punto fisso

1 Introduzione

Possedere condizioni sufficienti riguardo 'esistenza di punti fissi ¢ fondamentale per
un analista; in particolare, comunque, sara indispensabile nell’ambito dell’Analisi non
lineare, come vedremo nel capitolo 5. Un primo risultato, gia noto dal corso di Analisi

Matematica II, ¢ il Teorema delle contrazioni.

(1.1) Teorema (di Banach—Caccioppoli) Siano (X, d) uno spazio metrico completo
non vuoto ed f : X — X un’applicazione lipschitziana di costante C € [0,1]. Allora esiste
uno ed un solo & € X tale che f(§) =¢.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. m

Miriamo, nel corso di questo capitolo a studiare nel dettaglio altri risultati di questo

tipo, sia in dimensione finita che infinita, e ad analizzare alcune prime notevoli applicazioni.

2 Risultati in dimensione finita

Il Teorema seguente ¢ stato pubblicato per la prima volta nel 1912 su Mathematische
Annalen da Luitzen Egbertus Jan "Bertus' Brouwer. Qui riportiamo una dimostrazione
semplificata rispetto all’originale dovuta a John Milnor e, successivamente, rivista da

Claude Ambrose Rogers.

(2.1) Teorema (di Brouwer) Siano K C R" convesso, compatto e non vuoto ed

f: K — K unapplicazione continua. FEsiste v € K tale che f(x) = x.

179
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Dimostrazione. Vediamo innanzitutto il caso K = B(0,1). Mostriamo che non esiste

alcuna applicazione f : B(0,1) — 9B(0, 1) di classe C' tale che per ogni x € 9B(0, 1) si

abbia f(x) = x. Supponiamo, per assurdo, che una tale applicazione esista. Per ogni

x € B(0,1) e per ogni t € [0,1] sia fi(z) = (1 —t)x + tf(x). Osserviamo che

[fe(x)| < (L= +t[f(x)] < (1 —t) +t =1,

percio Im(f;) € B(0,1). Inoltre, se x € 0B(0, 1),

filx) =1 —t)r +tx =z
Detta g(x) = f(z) — z, si ha fi(x) =z + tg(x). Essendo f di classe C* su B(0, 1), tale ¢
pure g, quindi, per la disuguaglianza di Lagrange ed il Teorema di Weierstrass, per ogni

T1,T9 € B(O,l)
l9(72) — g(z1)| < [|dgllsc|z2 — 21| < Clag — 14,

quindi g e lipschitziana su B(0,1). Se ora x1, 25 € B(0, 1) tali che f;(x1) = fi(z2), allora

Ty — x1 = t(g(z1 — g(22))),

quindi
|y — 21| = tg(z1) — g(22)| < Ctlwy — 24

1
ok

che sarebbe assurdo. In altre parole, per t € [O, %[ fi € iniettiva. Osserviamo anche che

In particolare, se t € [O, % {, I'unica possibilita ¢ che xy = x5, altrimenti otterrei ¢ >

per ogni = € B(0, 1)
df(xz) = Id 4 tdg(x)

quindi, essendo ¢ di classe C*, esiste t, € {0, %[ tale che per ogni ¢ € [0,¢y] e per ogni
x € B(0,1) si abbia det(df;(x)) > 0 che, in altre parole, significa che df.(z) & biettivo.!
Per il Teorema di inversione locale, per ogni t € [0,%,] e per ogni x € B(0,1) esiste un
intorno aperto U, di x in B(0,1) tale che f;(U,) sia aperto. In particolare, per ogni
t € [0, 0], siccome

Gy = ft(B(O, 1)) = U ft(Uz)>

z€B(0,1)

possiamo affermare che G, ¢ aperto. Osserviamo che, in realta, per ogni ¢ € [0, to] si ha

n generale, siano A, B € Mat,,(R) tali che det(4) > 0 ed a € R. Consideriamo ¢ : [0,a] — R
tale che p(t) = det(A + tB). Essendo det un’applicazione continua, per composizione anche ¢ ¢ una
funzione continua. In particolare & continua in 0. Dal fatto che ¢(0) = det(A) > 0, per il Teorema della
permanenza del segno, esiste to € [0, a[ tale che per ogni t € [0,tg] si abbia ¢(t) > 0.
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G = B(0,1). Infatti, se per assurdo cosi non fosse, allora esisterebbe yo € 0G; N B(0, 1).

Sia allora () in B(0,1) tale che fi(x,) — yo. Per compattezza, esiste zo € B(0,1) tale
che, a meno di sottosuccessioni, x, — xo. Allora, per continuita di f; ed unicita del
limite, f;(z¢) = yo. Dal fatto che G, ¢ aperto dovrebbe essere allora xy € dB(0,1), ma
quindi yo = fi(xg) = xo € 0B(0, 1), che da la contraddizione. Possiamo quindi affermare
che f; : B(0,1) — B(0,1) & biettiva per ogni t € [0,to]. Detta F' : [0, 1] — R tale che

F(t) = / det(df, (x))dL" (),
B(0,1)
per la formula dell’area, per ¢ € [0, to] si ha
PO = [ el = [ den = £(4(B0.1) = £(BO. 1)
B(Ovl) ft(B(Ovl))

ossia F' ¢ costante su [0,to]. Essendo, per definizione di determinante, ' un polinomio in

t, allora & costante, quindi per ogni ¢ € [0, 1]
F(t) = L£"(B(0,1)).

In particolare, F'(1) > 0. Ma, per ogni € B(0,1) si ha fi(z) = f(x) € 9B(0, 1), quindi

(@A) =Ai@)]* =1.

Preso v € R™ tale che z + tv € B(0, 1),

2Adf (@0l A(@) = (oo + )il 10)emo = S 1lico = .

Allora, Im(df;(z)) C span(f(x))*. Siccome dim(span(f(x))) = 1, allora per ogni x €
B(0,1) si ha rg(dfi(z)) < n — 1. In particolare, per ogni z € B(0,1) deve essere
det(dfi(x)) = 0. Allora F'(1) = 0, assurdo.

Ora, per il Teorema di Stone—Weierstrass, esiste una successione (py,) di applicazioni a
componenti polinomiali tale che p, — f uniformemente su B(0,1). In particolare, esiste
M > 0 tale che per ogni h € N

pn(2)] < pa(z) = f(2)| +|f ()] < M,

quindi ||ps|] < M. Posto vp(x) = M py(x) si ha ||[¢n]le < 1, ossia Im(zp,) C B(0,1).

Per assurdo, supponiamo che ¢y, (z) # x per ogni x € B(0,1). Definiamo f;, : B(0,1) —

0B(0,1) di classe C* tale che f;(z) sia l'intersezione della semiretta uscente da ¥, (z), e
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passante per z, con 9B(0,1).2

fu(z)

Se z € 9B(0, 1) risulta f,(x) = z, assurdo.® Quindi, per ogni h € N esiste z;, € B(0,1)

tale che iy (x) = z5,. Dal fatto che B(0,1) & compatto, a meno di sottosuccessioni,

xp, — x € B(0,1). Ora, siccome p, — f uniformemente, anche ¢, — f uniformemente.

In particolare, da

[Wn(xn) = f(@)| < |bn(an) = flen)l + [ f(zn) = F@)] < [[n = flloo + [f(2n) = ()]

e dalla continuita di f,

h}lﬂ?ﬂh(iﬂh) = f(l“)>

h}ILn Un(xp) = hgn Tp =2

da cui f(x) = =x.

Quanto appena dimostrato si generalizza immediatamente al caso K = B(0, R)

per R > 0. Nel caso generale, sia R > 0 tale che K C B(0,R). Essendo R" uno
spazio di Hilbert e K convesso, chiuso, in quanto compatto, e non vuoto, I’applicazione
Py : R" — K, tale che per ogni x € R" Pg(z) ¢ la proiezione ortogonale di z su K, ¢

lipschitziana di costante 1. In particolare & continua. Se consideriamo 'applicazione

f o Pk : B(0,R) — B(0,R), anch’essa continua per composizione, per quanto visto

precedentemente, esiste z € B(0, R) tale che f(Py(z)) = x. Allora z € Im(f), ossia

x € K, quindi Px(z) = « che conduce a f(z) =z, che ¢ la tesi. =

(2.2) Osservazione Sianoa <b ed f : [a,b] — [a,b] un’applicazione continua. In questa

situazione la dimostrazione puo essere molto semplificata, riconducendo il Teorema di

211 fatto che sia di classe C'! viene dal fatto che 1y, & di classe C! e la costruzione geometrica non
provoca perdita di regolarita.

3La costruzione geometrica effettuata qui gioca un ruolo fondamentale: se avessimo preso laltra
intersezione che la retta passante per ¥y, (z) e  ha con dB(0, 1), non avremmo questa proprieta. Inoltre
questo modo di arrivare ad un assurdo giustifica I'utilizzo del Teorema di Stone—Weierstrass in quanto
necessitiamo di funzioni di classe C*.
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Brouwer al Teorema di esistenza degli zeri. Se consideriamo infatti la funzione ausiliaria

¢ : a,b] = [a,b] tale che

Chiaramente ¢ é continua e, siccome Im(f) C [a,b],
p(b) = f(b) =b<0 e p(a) = fla) —a = 0.

Se p(a) =0 (risp. ¢(b) =0), allora f(a) =a (risp. f(b) =0b). Se invece p(a),p(b) # 0,
allora p(a)p(b) < 0 e, per il Teorema di esistenza degli zeri, esiste © € la,b| tale che
o(z) =0, ossia f(z) = x.

(2.3) Corollario Sia B(0,1) C R"™. Non esiste alcuna applicazione f : B(0,1) — 9B(0, 1)
continua tale che per ogni x € 0B(0,1) si abbia f(x) = x.

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che tale applicazione f : B(0,1) — 0B(0,1)
esista. Sia allora ¢ : B(0,1) — B(0,1) tale che

Per il Teorema di Brouwer, esiste x € B(0,1) tale che g(z) = z. Essendo 0B(0,1)
simmetrico rispetto a 0, risulta Im(g) C 9B(0, 1) allora z € 9B(0,1) e

da cui l'assurdo. =

Analizziamo alcune importanti applicazioni del Teorema di Brouwer. La prima e
il Teorema di invarianza del dominio, per cui & necessaria una premessa di carattere

topologico.

(2.4) Definizione Consideriamo (X, T) uno spazio topologico. Distinguiamo le sequenti

proprieta di separazione:

o diciamo che (X,7) é Ty se per ogni x,y € X tali che x # y, esiste U € T tale che
reUey¢U,
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o diciamo che (X, 1) ¢ T} se per ogni x,y € X tali che x # vy, esistono U,V € T tali
chexeU,y¢d U,z ¢V eyeV,

o diciamo che (X, T) é Ty, o di Hausdorff, se per ogni x,y € X tali che x # y, esistono
UVertadichexeU,yeV eUNV =0,

o diciamo che (X, T) é T3, o regolare, se per ogni x,y € X tali che x # y, per ogni
C C X chiuso tale che x € C ey ¢ C, esistono U,V € 7 tali che C CU,yeV e
unv =90,
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o diciamo che (X, T) é Ty, o normale, se per ogni z,y € X tali che x # y, per ogni
C,K C X chiusi tale chex € C ey ¢ C,x ¢ K ey € K, esistono UV € 7 tali
che CCU, KCVeUNV =4.

(2.5) Lemma (di Urysohm) Consideriamo (X, T) uno spazio topologico. I sequenti

fatti sono equivalenti:
(a) (X,7) é normale,

(b) per ogni C, K C X chiusi e disgiunti esiste un’applicazione f: X — [0, 1] continua
tale che f =0 suC ed f =1 su K.

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. =

(2.6) Osservazione [l Lemma di Urysohm é considerato storicamente il primo risultato
di topologia generale con una dimostrazione non banale: la difficolta sta nelle ipotesi di

lavoro molto generali. Se ci mettiamo pero in un contesto metrico, basta considerare

B dist(zx, C)
 dist(z, C) + dist(x, K)

()

(2.7) Teorema (di Tietze) Consideriamo (X, T) uno spazio topologico normale, A C X

chiuso e f : A — R un’applicazione continua. Esiste un’applicazione f : X — R continua
tale che fla = f.

Dimostrazione. Mostriamo innanzitutto che se esiste C' > 0 tale che, per ogni x € A,
|f(x)| < C, allora esiste un’applicazione ¢g : X — R continua tale che, per ogni x € X,
lg(x)] < 3C e, per ogni x € A, |f(z) — g(x)] < 2C. Siano Y = f([-C,—3C))
Z = f(1C,C)).
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Siccome f e continua, Y e Z sono chiusi in A, quindi lo sono in X, essendo A chiuso.
Sono inoltre disgiunti: infatti, se, per assurdo, esistesse z € Y N Z, allora f(x) €
[-C,—3C] N [5C,C] = 0, da cui la contraddizione. Per il Lemma di Urysohm, esiste
h: X — [0, 1] continua tale che h =0su Y e h =1 su Z. Mostriamo che g : X — R tale

che
1

o) = 50 () - 5)

soddisfa i requisiti richiesti. In primo luogo, & chiaramente continua. Poi, per ogni z € X

C,

W

1
quindi [g(z)| < 3C. Ora, dal fatto che A= ZUY U f~([-%, <)), possiamo distinguere

tre casi: sex € Y,

fr) —gle) = fa) +3C SO SC, f(r) —gla) > ~C 4 0= —C:
sex € 4,
1 2 1 1 2
@) =g SC-3C=2C  f@)—gl@) 2 50~ 30 =02 —=C;

se z € f71([-%, <)), ricordando che h(z) € [0,1],

f(z) —g(z) < C, f(x)—g(x) > —=C.

<

w|Q
Wl N

In ogni caso, | f(x) — g(x)] < 3C.

Vediamo, dapprima, il caso f : A — [a,b], con @ < b € R, continua. A meno di
operare una traslazione ed un riscalamento, possiamo supporre [a, b] = [0, 1]. Costruiamo

ricorsivamente delle applicazioni g, : X — R continue tali che

172\
veeX: @ <3(3)

268

Siccome |f(z)] < 1 per ogni x € A, l'esistenza di g; segue dal passaggio precedente.

VicA: ‘f(-r) - aio)
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Supponiamo quindi di possedere g1, ..., g, e applichiamo il passaggio precedente a
f n — f - Z gi
i=1

con C' = (%)n Allora esiste g,+1 : X — R continua tale che

1 /72\"

n+1

VreA: |f<x>—;gi<x>

< ) - gl < ()

fa) ig@-m g (2)

Detta

5,(0) = 3 aia),

osserviamo che

Slale <33 (2) " =1
P gz oo = 3 3 -

i=1

quindi la serie
Z gi(z)
i=1

¢ normalmente convergente in C'(X;R), che ¢ uno spazio di Banach. Allora esiste
f € C(X;R) tale che S, — f uniformemente?. Dal fatto che per ogni z € A

168

segue che f|A = f. In particolare, per ogni x € X,

)=S0

fla) < llgill < 1.
i=1

A questo punto, basta considerare f = ( f)+ Chiaramente ¢ una funzione continua. Poi,
0<f<lesuA, f=Ff, qundi f = f* = f, essendo f > 0, e possiamo concludere che
f soddisfa i requisiti richiesti.

Vediamo, poi, il caso f : A — |—1, 1] continua. Siccome |—1,1[ C [—1, 1], dal passaggio
precedente, esiste f : X — [—1,1] tale che f|4 = f. Sia B=f ' ({~1,1}), chiuso in X
perché f continua e A chiuso. Siccome f & a valori in |—1, 1], allora AN B = {), quindi per
il Lemma di Urysohm, esiste k& : X — [0, 1] tale che k =11in A e k =0 in B. Vediamo

4A voler essere precisi, dalla convergenza normale tiriamo fuori la convergenza uniforme e il limite
uniforme di funzioni continue e continuo.
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che 'applicazione f = kf : X — |—1, 1 soddisfa i requisiti richiesti. Innanzitutto, se
f(z) €]-1,1[, allora f € ]—1,1[. Invece, se f(z) € {—1,1}, f(z) = 0 € |1, 1], in quanto
k =0 in B. In particolare, f ¢ ben definita. Chiaramente & poi continua e f\A = f,in
quanto k£ =1 in A.

Nel caso generale, sia ® : R — ]—1,1[ un omeomorfismo.® Applicando il caso
precedente a ®o f : A — ]—1, 1], segue l'esistenza di f : X — ]—1, 1] tale che f|4 = ®o f.

A questo punto basta considerare f = & 1o f. m

(2.8) Teorema (di invarianza del dominio) Sia U C R" aperto. Se f: U — R" é
un’applicazione iniettiva e continua, allora f(U) é aperto. In particolare, f:U — f(U) é

un omeomorfismo.

Dimostrazione. E sufficiente dimostrare che se f : B(0,1) — R™ ¢ un’applicazione

iniettiva e continua, allora f(0) € int(f(B(0,1))). Infatti, la tesi corrisponde a richiedere

che
y € f(U) =y e€int(f(U)),

ossia

zo € U = f(xo) € int(f(U)),

ma, a meno di una traslazione, possiamo sempre supporre che zqg = 0, quindi la tesi

sarebbe

f(0) € int(f(U)).

Ora, siccome U ¢ aperto, a meno di un riscalamento, 0 € B(0,1) C U. In particolare, sicco-

me, per iniettivita, f(B(0,1)) C f(U), ¢ sufficiente dimostrare che f(0) € int(f(B(0,1)))
e possiamo anche pensare direttamente che f : B(0,1) — R™.

Supponiamo, per assurdo che f(0) ¢ int(f(B(0,1))). Allora, deve essere f(0) €

d(f(B(0,1))), perché f(0) € f(B(0,1)). In particolare, per ogni ¢ > 0, esiste ¢ €
R™\ f(B(0,1)) tale che |c — f(0)] < e. Detti

S ={ye fBO1):|y—c >e},
Yo={yeR":|ly—c|=¢},

Possiamo, ad esempio, prendere ®~! :]—1,1[ — R tale che

(D_l(x): mil se —1<a<0,
”‘I se0<z<l,

oppure un opportuno riscalamento della funzione arctan.
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consideriamo l'insieme ¥ = X; U Xy: in primo luogo % ¢ chiuso in f(B(0,1))°, che ¢
compatto, siccome f & continua, quindi ¥; & compatto. Poi ¥ = 0B(c, ¢), quindi anche
lui e compatto. Essendo X l'unione di due compatti, ¢ anch’esso compatto. In piu,

f(0) ¢ 3.

Mostriamo che f: B(0,1) — f(B(0,1)) ¢ un omeomorfismo. Chiaramente ¢ biettiva,

quindi basta mostrare che f~' : f(B(0,1)) — B(0,1) & continua. Siano quindi y €

f(B(0,1)) e (yn) in f(B(0,1)) tali che y, — y. Data (f~!(ys)), consideriamo una

qualsiasi sua sottosuccessione (f~*(ys,)). Sia (xp,) in B(0,1) tale che y,, = f(z3,).

Per compattezza, esistono = € B(0,1) e (xhkj) tali che x5, — x. Essendo f continua,
allora f(xhkj) — f(x), ossia Yni, = f(x) e, per unicita del limite, y = f(x) o, in altre

parole, z = f~1(y). Quindi f‘l(yhkj) — f1(y). Allora f~Y(yn) — [~ (y), quindi f~1 &
continua.

A questo punto, essendo, per la continuita di f, f(B(0,1)) compatto, quindi completo,
quindi chiuso, per il Teorema di Tietze, applicato componente per componente, esiste
un’applicazione g : R — R™ continua tale che g = f~! su f(B(0,1)).

Osserviamo che g # 0 su X;: infatti se, per assurdo, esiste y € £; C f(B(0,1)) tale
che g(y) = 0, allora esiste z € B(0, 1) tale che y = f(z), ma 0 = g(y) = f~'(y) = z, ossia
y = f(0) € X1, assurdo. Quindi, per la compattezza di ¥; e la continuita di g, esiste

0 > 0, che, senza perdita di generalita, possiamo supporre § < %, tale che per ogni y € ¥

l9(y)| = 6.

Per il Teorema di Stone-Weierstrass, essendo Y compatto, esiste un’applicazione a
componenti polinomiali p : R® — R" tale che per ogni y € X

J

Ip(y) — 9(y)| < 7

6Perche il suo complementare & I'intersezione di f(B(0, 1)) con la palla aperta B(c, ¢).
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Osserviamo che p # 0 su ;7 se cosi non fosse, esisterebbe y € 3; tale che |g(y)| < 2

2
assurdo.

Mostriamo che esiste ag € B(0, 2) \ p(X2). Innanzitutto, p ha componenti polinomiali,
quindi ¢ almeno di classe C'. In particolare, p ¢ lipschitziana su B(c, 2¢) con costante di
Lipschitz A. Allora,

L"(p(Xe)) < A"L™(X2) = 0.

Se, per assurdo, per ogni a € B(0, g) si avesse a € p(3,), allora B(0, g) C p(3s), quindi,

per la monotonia della misura di Lebesgue,

£ (B0, ) < £7(p(Z2)) = 0.

assurdo.

Poniamo p = p — ag. Osserviamo che p # 0 su X: innanzitutto, per ogni y € X

1p(y) — gW)| < Ip(y) — 9(y)| + |ao| <9,

quindi, come sopra, p # 0 su ;. Inoltre, se, per assurdo, esistesse y € Y, tale che

p(y) = 0, allora avremmo ag = p(y) € p(X2), assurdo.

Consideriamo ¢ : f(B(0,1)) — ¥ tale che

y se ly—l = <,

fly) =

ctep=g sely—d <e

Anzitutto, ® ¢ ben definita: ¢ ¢ f(B(0,1)), quindi il denominatore non si annulla mai;

inoltre, se |y — c¢| > ¢, ®(y) =y € 31 C ¥ mentre se |y — ¢| < ¢, allora
[®(y) = = ¢,

quindi ®(y) € ¥y C 3. In piu, ¢ & continua: se |y — c| = ¢, allora

y—=c

c+e¢
ly — ¢

=ct+y—c=y.

Presa h = po® : f(B(0,1)) — R™, continua per composizione, si ha che h # 0.

Mostriamo che per ogni x € B(0, 1)

h(f(2)) — 2| < 1.

"Potrebbe perd annullarsi su 3s.
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Per continuita di g in f(0), scegliamo ¢ tale che

[y = 10)] < 26 = lglu)| = lo(v) — O] < 7.
Distinguiamo due casi: se f(z) € 3y,
A7) = ] = (BB (@) — ol = |3/ (&)) — 2] = B ()) — oS <6< 5 < 1.
Se, invece, y = f(z) ¢ %1, allora |y — ¢| < &, quindi
y=JO) < ly el + e fO)] < 2,
da cui |g(y)] < L. Inoltre,
2(y) — f(O)] < 2(y) — | + |e = F(0)] < 2,
da cui |g(®(y))| < L. Percid,

|h(f(x)) — x| = |h(y) — g()| < [B(P(y))) — 9(®(y))| + [9(D(y)) — 9(y)| <
<6+ [9()| + lg(y)| < 1.

A questo punto, detta h : B(0,1) — R” tale che

h(x) =z — h(f(x)),

chiaramente continua, si ha che, per ogni x € B(0,1), |h(z)| < 1, ossia Im(h) C B(0
0)

3 )‘
) =

Per il Teorema di Brouwer, esiste quindi zo € B(0, 1) tale che h(xg) = zq, ossia h(f(z

0, assurdo e la dimostrazione e conclusa. =

Per comprendere I'importanza delle ipotesi del Teorema di invarianza del dominio

vediamo due controesempi evocativi.
(2.9) Esempio Consideriamo l’applicazione continua e iniettiva f :]0,1[ — R? tale che

ft) = (t,0).

Siccome 0,1 C R e 1 # 2, il Teorema di invarianza del dominio non si applica. Cio
accade a buon titolo, infatti f(]0,1[) =10,1[ x {0}, che non ¢é aperto in R
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(2.10) Esempio Consideriamo l'applicazione continua e iniettiva T : [*(R) — I*(R)

tale che
TT»((CLn)) = (0, ap, a1, a9, ... )

Siccome I*(R) non ha dimensione finita, il Teorema di invarianza del dominio non si
applica. Cio accade a buon titolo, infatti T,(I*(R)) non ¢é aperto. Se per assurdo lo fosse,
per ogni (b,) € T, (I*(R)), ossia

(by) = (0,b1,bg,...),

esisterebbe v > 0 tale che B((b,),r) C T,(I*(R)). Ma cio ¢ assurdo perché

(cn) = (g,bl,b2,...) € B((by), 7),

in quanto ||(c,) — (b)llizwy = 5 <71, ma co = § # 0, quindi (c,) € *(R) \ T,(I*(R)).

Una conseguenza diretta del Teorema di invarianza del dominio e il seguente risultato.

(2.11) Teorema (di invarianza della dimensione) Siano U CR"™ e V C R™ aperti.

Se n #m, allora U non é omeomorfo a V. In particolare, R™ non é omeomorfo a R™.

Dimostrazione. Senza perdita di generalita, supponiamo m > n. Sia 7 : R" — R™ tale
che
i(z) = (x1,...,2,,0,...,0).

Supponiamo, per assurdo, che esista un omeomorfismo f : V — U e consideriamo
g=1iof:V — R™ Chiaramente g & continua e, dati x,y € V tali che g(x) = g(y),

risulta

(fl(x)a"'7fn(x)70>"'a0> = (fl(y)a'-'>fn(y)70>"'a0)'

In particolare, f(x) = f(y) che, essendo f un omeomorfismo, quindi iniettiva, conduce a
x = y. In altre parole g & pure iniettiva. Per il Teorema di invarianza del dominio, g(V)
¢ aperto in R™, quindi per ogni y € g(V') esiste r > 0 tale che B(y,r) C g(V). Ma cio ¢
assurdo perché z = (yl, ey Uny 5,0, ,O) € B(y,r),maz R\ g(V). =

Grazie al Teorema di Brouwer ¢ anche possibile dare una dimostrazione alternativa

del Teorema fondamentale dell’Algebra.

(2.12) Teorema (fondamentale dell’Algebra) Sia

P(z) =Y ap®
k=0
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una funzione polinomiale complessa con n > 1 ed a, # 0. Allora esiste z € C tale che

P(z) =0.

Dimostrazione. Innanzitutto, senza perdita di generalita, possiamo supporre a, = 1 e
n—1

identificare C con R?. Siar =2+ Y |a| e g : B(0,r) — C tale che
k=0

2 — Pleiltn)) g6 |2 < 1,

Mz(l_n)

9(z) =
z— se |z] > 1,

ben definita e continua in quanto se |z| = 1, z = ¢ per qualche ¥ e /1~ = ()17,

Mostriamo che Im(g) C B(0,r). Se |z| <1,

P
|9(Z)|§|Z|+’ Gl 1y <l+1=2<r
T
2+ Z|ak|
Se, invece, 1 < |z| < r, allora
z L& 1 U |ag] |2
pum— —_—— — [ <
9(2)| = |2 e kgoakz " | Zakz 7| | + Z R
quindi
n—1
n—1 |ak:| Z‘CLH
<r-—1 r—1 <r—1l+1=r
lg(z)| <7 +[§)T|Z|n—l k= + 4 =Tt r

Da cio, per il Teorema di Brouwer, esiste z € B(0,7) C C tale che g(z) = z, ossia
P(z) =0, che ¢ la tesi. =

3 Risultati in dimensione infinita

Passiamo invece ai risultati che valgono senza l'ipotesi di dimensione finita.

(3.1) Teorema (di Schauder) Consideriamo (X, || ||) uno spazio normato su R. Siano
C' C X convesso, chiuso, limitato e non vuoto ed un’applicazione f : C — C continua e
compatta. Esiste v € C tale che f(x) =

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione. =
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Vediamo subito un’applicazione del Teorema di Schauder.
(3.2) Teorema (di Peano) Siano (ty,up) € R x R", a,b,r >0 e
f:[to — a,to +b] x B(ug,r) = R"
una applicazione continua tale che
(b—a)max{|f(7’,§)| : T € [to — a,to+ b], {EW} <r.

Allora esiste
u: [to—a,to—i—b] —)Rn,

una soluzione del problema di Cauchy

Dimostrazione. Essendo f continua, u : [tg — a,tg + b] — R™ & soluzione del problema di

Cauchy
u = f(t,u),
U(to) = Uo,

se e solo se u & continua e per ogni t € [ty — a,ty + 0]

u(t) = o +/t f(r,u(r))dr.

Per ogni u € B(ug,r) C C([ty — a, to + b] ; R™) consideriamo il funzionale

O (u)(t) = uo —|—/ f(r,u(r))dr.
Osserviamo che

B)(®) — ol < [ 1f(ru(n)ar < b —a) =7

per cui ||®(u) — uglloo < 7. In altre parole possiamo pensare che ® : B(ug, ) — B(ug, ).

La continuita di ® discende dal Teorema della convergenza dominata, mostriamo quindi

che ® ¢ compatto. Sia (uy) in B(ug, ), chiaramente limitata. Siccome Im(®) C B(ug, ),
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chiaramente (®(uy)) ¢ limitata. Dato € > 0, sia § = @ Allora per ogni h € N e per
ogni s,t € [ty — a,to+ b] tali che |t —s| <6

1) (1) — D (un)(5)] < / Frun(r))|dr

< It —s| <
—|t—s| <e.
“b—a

Per il Teorema di Ascoli-Arzela, esiste una sottosuccessione (uy,) convergente, ossia ¢ ¢
compatto.
Dal Teorema di Schauder discende quindi che esiste u € B(ug, r) tale che ®(u) = u,

da cui la tesi. m

Il risultato gemello del Teorema di Schauder ¢ il seguente.

(3.3) Teorema (di Tychonoff) Consideriamo (X, || ||) uno spazio normato su R. Siano
K C X convesso, compatto e non vuoto ed un’applicazione f : K — K continua. FEsiste
x € K tale che f(z) = x.

Dimostrazione. Innanzitutto, fissato € > 0,

U B(z,¢)

zeK
¢ un ricoprimento aperto di K. Per compattezza, esistono quindi zy, ..., x, € K tali che
Ne
K Q U B(ZEZ, 8).
i=1

Consideriamo l'inviluppo convesso chiuso di x4, ..., x,_, ossia
Ne Ne
i=1 i=1

Osserviamo che K. e chiuso e convesso. Sia Y =, )\Z(-h)xi — y € X. La successione
(()\gh), .., AM)) & limitata in [0, 1] quindi, per il Teorema di Bolzano-Weierstrass ed
il fatto che [0,1]" ¢ chiuso in R" esiste (A,...,\,.) € [0,1]" tale che, a meno di

sottosuccessioni, ()\gh), o AM) = (A, ..o A,) in R, Passando al limite in

otteniamo anche che
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In particolare poi, per continuita delle operazioni di somma e prodotto per scalare,

ne ne
h
i=1 =1

Ne
quindi per unicita del limite deve essere y = Z Aix; € K., da cui la chiusura di K,. Per
. -
quanto riguarda la convessita invece, se Z i, Z Nix; € K. e A€ [0,1]

=1 i=1

Ne Ne

AS Nzt (1= NS Xz = S+ (1= Mz, € K.
=1

i=1 i=1
siccome, per convessita di [0, 1], per ogni i = 1,...,n. si ha che A\\; + (1 — A\)X\; € [0,1] e

Ne

Z(A)\ﬂr(l—)\)X;):)\i)\ﬂr(l—)\)iX-:)\Jrl—)\:l.

i=1 =1 i=1

Mostriamo che K. C K. Chiaramente, per ogni ¢ = 1,...,n. si ha z; € K. Poi,
essendo K convesso, per ogni 4,j = 1,...,n., dato A\; € [0,1], si ha \jz; 4+ (1 — \)z; € K.
Ora, per ogni ¢, 7,k = 1,...,n., consideriamo \;, A\;, \; € [0,1] tali che \; + A\; + A\, = 1.

Preso
A . Ak
= . €T
(D VINES VA AL VTS Ve
dal fatto che
A A A
£ c1o,1], LI —
Aj 4+ A Aj 4+ A Aj 4+ A

e dal passo precedente, segue che y € K. In particolare,

Procedendo ricorsivamente, si ottiene K. C K. In particolare, essendo K. chiuso in un

compatto, ¢ anch’esso compatto.

Consideriamo ora P. : K — K, tale che

i dist(z, K \ B(z;,¢))x;
P(w) = = -
> dist(u, K \ B(s,¢))

i=1
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Vediamo che ¢ ben definita. Innanzitutto, il denominatore ¢ sempre diverso da zero:
infatti, essendo una somma di termini positivi, per essere nullo dovrebbe avere tutti gli
addendi nulli e, se cio si verificasse, per ogni i = 1,...,n. si avrebbe z € K \ B(z;,¢),

ossia x ¢ B(x;,¢€), che contraddirebbe il fatto che K e ricoperto dall’unione delle B(z;, €).

Inoltre, per ogni ¢ = 1,...,n. si ha
dist(z, K \ B(x;, e
A = SB@ KAB@ae) g gy, S A=1,
> dist(z, K \ B(xy,¢)) =1
i=1

quindi P.(x) € K.. In piu, P. & continua per costruzione e per ogni x € K

;Zsldist(a:, K\ B(;,¢))z; ;Zeldist(:p, K\ B(z:,¢))
e gdist(x,K\B(xi,a)) _gdist(x,K\B(;pi,g))x -
gdist(x,f( \ B(zi,€))(z; — ) gdist(x,[( \ B(z, )|z — 2|
i idist(x,K\B(xi,s)) - Zildist(:c,}(\]g(xijg)) ’

dove, se dist(z, K \ B(x;,¢)) = 0, chiaramente non ho contributo nelle somme; se invece

si ha dist(z, K \ B(x;,¢)) # 0, allora ||z; — z|| < €. In definitiva,

(3.4) | P(z) — z|| < e.
Detto m. il massimo numero di zy,...,z,, linearmente indipendenti, a meno di
permutazioni degli indici, possiamo pensare che xy, . .., x,, siano linearmente indipendenti.

A questo punto, a meno di una traslazione che manda z; in 0, K. & un sottoinsieme dello
spazio vettoriale, di dimensione m, — 1, generato da xo, ...,z , quindi non e restrittivo
pensare K, C R™~!. Detta f.: K. — K. tale che

continua per composizione, dal Teorema di Brouwer segue l'esistenza di z. € K. tale che
f € (Is) = T¢-
A questo punto, dal fatto che K ¢ compatto, esistono una sottosuccessione (z;) e

v € K tali che z.;, — z in X. Usando la disuguaglianza (3.4),

ey = Fxe)ll = [1fe; (@e;) = flae )l = 1P, (f(22,)) = f o)l < &5
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e, per continuita della norma e di f, passando al limite ambo i membri si ottiene
|z = f(z)] <0,

ossia f(r) =z, che da la tesi. m



Capitolo 5

Alcuni elementi di Analisi non lineare

1 Introduzione

La linearita e una delle proprieta piu amate in tutta la Matematica. Anche in Analisi
Matematica, lavorare con operatori lineari garantisce una trattazione pressoché organica
e molto generale: basti pensare a quanto visto per gli operatori differenziali lineari del
secondo ordine studiati nel capitolo 2. Rinunciare alla linearita ha in generale un costo

non indifferente, come mostrato dal seguente esempio motivazionale.

(1.1) Esempio Consideriamo un’applicazione reale di variabile reale f, definita nel modo
pit generico assegnando l’espressione matematica f(x), di classe C™ nel suo dominio
naturale. Siamo interessati a determinare gli zeri di f, ossia a trovare le soluzioni del

problema
f@) =0.

Se f e lineare, il problema e banale. Se f é un polinomio di grado almeno 1, grazie
al Teorema fondamentale dell’Algebra, sappiamo esattamente il numero di soluzioni del
problema, ma se il grado del polinomio supera 4, dal Teorema di Abel-Ruffini, a priori
non ne esiste una formula di rappresentazione. In generale, presa f qualsiasi, il problema

puo rivelarsi insidioso: potret non avere nemmeno un risultato di esistenza di soluzioni.

In questo capitolo siamo interessati a presentare alcuni metodi per lo studio di
determinate classi di operatori non lineari: 1’obiettivo principale sara la determinazione

di risultati di esistenza di soluzioni per problemi differenziali non lineari.

199
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2 Metodi di punto fisso

Alcuni problemi non lineari possono essere riscritti come problemi di punto fisso: un

primo caso ¢ I’Esempio (1.1).

(2.1) Esempio Consideriamo un’applicazione reale di variabile reale f, definita nel modo
pit generico assegnando l'espressione matematica f(x), di classe C™ nel suo dominio

naturale. Il problema

flz) =0

e equivalente a
fa)+a =2z

ossia, posto g(x) = f(x) + x, al problema di punto fisso
g(x) ==

La prima applicazione del risultati di punto fisso che vogliamo proporre ¢ legata al

Teorema delle contrazioni.

(2.2) Definizione Siano U un aperto limitato di R" con OU di classe C*, T > 0,
g € HY(U;R™) ed f: R™ — R™ un’applicazione lipschitziana e sub-lineare'. Diciamo
che u € L*(0,T; Hy(U;R™)) tale che v’ € L*(0,T; H *(U;R™)) ¢ una soluzione debole
del problema di Dirichlet

Ou— Au= f(u) inU x]0,7T],
u=0 su oU x [0, 7],
u=yg suU x {0},

se u(0) = g e per ogni v € HY(U;R™) € per q.o. t € [0,T]

(u',v) + /UDu - DvdL" = /Uf(u) ~vdL".

(2.3) Osservazione La precedente definizione é ben posta grazie alla sub-linearita di f
ed al fatto che w ammette un rappresentante in C([0,T|; L*(U;R™)).

(2.4) Osservazione Se f: U x [0,T] — R™, ossia nel caso lineare e scalare, si puo

provare esistenza ed unicita della soluzione debole grazie al Metodo di Galerkin.

LA voler ben vedere la sub-linearita & conseguenza della lipschitzianita su R™, infatti | f(x)] —|f(0)] <
|f(z) = f(0)] < C|z|, da cui |f(z)] < C(1+ |x|). Nel seguito la preciseremo comunque.
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(2.5) Teorema Siano U un aperto limitato di R™ con OU di classe C*, g € H}(U;R™)
ed f: R™ — R™ un’applicazione lipschitziana e sub-lineare. FEsiste T" > 0 tale che il
problema di Dirichlet

Ou—Au= f(u) inU x10,7T],

u=0 su oU x [0, 7],

u=yg suU x {0},

ammette una ed una sola soluzione debole.

Dimostrazione. Data u € C([0,T]; L>(U;R™)), sia h(t) = f(u(t)). Dal fatto che f &
sub-lineare, h € L*(0,T; L?*(U;R™)). In particolare, il problema di Dirichlet

Ow—Aw="h inU x]0,T7,
w =0 su U x [0,T],
w=g sulU x {0},

ammette un’unica soluzione debole w € L?(0,T; H}(U; R™)) tale che w’ € L*(0,T; H-'(U;R™)),
ossia w(0) = g e per ogni v € H}(U;R™) e per q.o. t € [0,T]

<w',v>+/Dw-DvdE":/h-vdE”.
U U

Dal fatto che w ha un rappresentante in C([0,T]; L*(U;R™)), che chiamiamo comunque
w, rimane definita un’applicazione A : C([0, T|; L*(U;R™)) — C([0, T|; L*(U; R™)) tale
che

A(u) = w.

Dati uy,uy € C([0,T); L*(U;R™)), siano w; = A(u1),ws = A(uz). Innanzitutto, per
linearita,

<(UJ1 — w2)', w, — w2> + /;|D(w1 - w2)|2d£" = /U(h1 - ]’LQ) . (w1 - U}Q)dﬁn,

quindi

1d

3w = sl + [ DGy — wa) P2 = [ (b = ) (wr = w)dc”
U U

da cui, per la disuguaglianza di Cauchy—Schwarz combinata con la disuguaglianza di
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Poincaré e la disuguaglianza di Young pesata,

d
i1 =l + 2lr = gy = 2 [ (= ) (01 — )l <

< 2||wy — w2 rm) |h1 — hollL2@rm) <

< 2f|wn — wall iy gy + Cllha = hallZzgm),

che conduce, usando la lipschitzianita di f, a

d
%le_wﬂﬁ?(wu{m) < Cth_h?H%Q(U;Rm) = C”f(ul)_f(u2)HQL?(U;Rm) < CHul_uQH%Q(U;Rm)'

Integrando in t,

[w1(s)—w2 ()] 72 mmy < C/O [[ur () = w2 ()| 72 memydL () < CT |Jur =z ||E 0,19 22 (0 :mm))

quindi
1
[A(ur) = A(w2)[lcqo,ryr2wrmy) < (CT)7 |lur — ualleqor;r2wmm)),

con C che non dipende da 7. Se T tale che (C’T)% < 1, la tesi segue dal Teorema delle

contrazioni. m

Il risultato di punto fisso a cui vorremmo fare riferimento per la prossima applicazione

e il Teorema di Tychonoff, di cui il seguente e un Corollario che si adatta ai nostri scopi.

(2.6) Corollario (Teorema di Schaefer) Consideriamo (X, || ||) uno spazio normato

suR e f: X — X un’applicazione continua e compatta. Se l'insieme
B={x € X :2=\f(x), per qualche X € [0,1]}

¢ limitato, allora esiste v € X tale che f(z) = x.

Dimostrazione. Sia M > 0 tale che

] < M

per ogni & € B. Consideriamo f : B(0, M) — B(0, M) tale che

; f(x) se|f(x)]] < M,

M
I e || f(2)] > M.
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Osserviamo che f & ben definita: se ||f(z)| < M, allora ||f(z)| < M; se invece
1f (@) > M,
MIf@)]

@

1 ()l =

In particolare, f(B(0, M)) C B(0, M).

Mostriamo anche che f & compatta. Sia (z;) in B(0, M), chiaramente limitata. Se,
definitivamente in h, || f(zp)|| < M (risp. ||f(zn)|| > M), allora, definitivamente in h,
f(xn) = flxp) (visp. f(xn) = M) e la compattezza segue da quella di f (risp. da

1 ()l
quella di f e dalla continuita della norma). A meno di sottosuccessioni, posso sempre

supporre di essere nella situazione sopra descritta, quindi f e compatta.
Consideriamo Cy(f(B(0,M))) C X, linviluppo convesso chiuso di f(B(0, M)).
Cu(f(B(0, M))) & convesso e chiuso, mostriamo che & compatto. Per fare cio, consideriamo

(z1,) in Cy(f(B(0, M))). In particolare, per ogni h € N

= Al

Fissato i, a meno di sottosuccessioni, per compattezza di f ed il Teorema di Bolzano—
Weierstrass, A\ — X e f(y?) — f(y:). Se, per assurdo, nj, — +oo, allora il limite della
successione () non starebbe in Cy(f(B(0, M))), violandone la chiusura, quindi, a meno
di sottosuccessioni, (z;) & convergente in Cy(f(B(0, M))).

Vediamo che ¢ ben definita f : Cy(f(B(0, M))) — Cu(f(B(0, M))). In primo luogo,

Cu(f(B(0,M))) C CW(B(0, M)) = B(0, M),

f(Cu(f(B(0, M)))) C f(B(0, M)) C Cu(f(B(0, M))).
Dal Teorema di Tychonoff, esiste quindi = € Cy(f(B(0, M))) tale che f(z) = z. Ora,

se per assurdo, x non fosse un punto fisso per f, allora si avrebbe, per definizione di f,

1 (@)l > M
e, detto A = ||f( < 1, )
v = f(x) = Af(z),
quindi z € B, ma ||z|| = || f(x)|| = M, da cui Passurdo e la tesi. m

Il Teorema di Schaefer rientra nella filosofia del metodo delle stime a priori: se,

assumendo per ipotesi che una soluzione di un certo problema esista, si riescono a
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dimostrare determinate stime per le soluzioni, allora queste stesse stime si possono usare
per dimostrare 'esistenza di soluzioni (infatti se non valessero sicuramente la soluzione
non esisterebbe). In ogni caso, il vantaggio del Teorema di Schaefer rispetto al Teorema
di Tychonoff sta nel fatto che non e richiesto di specificare I'insieme convesso e compatto

su cui lavorare. Vediamone un’applicazione.

(2.7) Definizione Siano U un aperto limitato di R"™ con OU di classe C*, b: R" — R
un’applicazione lipschitziana, sub-lineare e di classe C* e > 0. Diciamo che u é una

soluzione classica del problema di Dirichlet

—Au+b(Du)+pu=0 in U,
u=0 su OU,

seue C*U)NCU), —Au(x) + b(Du(x)) + pu(z) = 0 per ogni x € U e u(z) = 0 per
ogni x € OU.

Vediamo ora come indebolire la definizione di soluzione del problema

—Au+b(Du)+pu =0 in U,
u=>0 su oU,

Se u € una soluzione classica, allora per ogni x € U
—Au(zx) + b(Du(z)) + pu(x) = 0.
Moltiplicando ambo i membri per una certa ¢ € C°(U) ed integrando otteniamo
/ (—Aup + pup) dL™ = —/ b(Du)pdL".
U U
Per le formule di Gauss—Green abbiamo quindi, per ogni ¢ € C°(U)
/ (Du - Do + pup) dL"™ = —/ b(Du)pdL".
U U

Osserviamo che 1’equazione precedente ha significato con u, ¢ € HJ(U).

(2.8) Definizione Siano U un aperto limitato di R" con OU di classe C*, b: R" — R

un’applicazione lipschitziana, sub-lineare e di classe C* e > 0. Diciamo che u € H}(U)
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¢ una soluzione debole del problema di Dirichlet

—Au+b(Du) +pu=0 in U,
u=>0 su oU,

se per ogni v € H}(U),

/ (Du - Dv + puv) dL" = —/ b(Du)vdL".
U U

(2.9) Osservazione La precedente definizione é ben posta, infatti, dalla sub-linearita di

b combinata con le disuguaglianze di Holder e Poincaré,
| HDw0ae” < Clollyen 1+ lullyen) < +x.

e, chiaramente,
/ (Du - Dv + puv) dL™ < +o0.
U

Vediamo come, applicando il Teorema di Schaefer, riusciamo a dimostrare ’esistenza

di soluzioni deboli al problema in esame.

(2.10) Teorema Siano U un aperto limitato di R™ con OU di classe C*°, b: R" — R
un’applicazione lipschitziana, sub-lineare e di classe C*° e p > 0. Se u e sufficientemente
grande, allora esiste uw € H*(U) N H{(U) soluzione debole del problema di Dirichlet

—Au+b(Du) +pu=0 in U,

u =0 su OU.

Dimostrazione. Innanzitutto, per ogni u € H}(U), posto f = —b(Du), dalla sub-linearita
di b, si ha

|mm@=Aj%mscéu+ww%msou+mmmm<+m

quindi f € L*(U). Allora, per il primo Teorema di esistenza di soluzioni deboli, per ogni

1> 0 esiste ed & unica w € H}(U) soluzione debole di

—Aw+pw = f inU,
w =20 su oU.
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Per quanto visto sulla regolarita delle soluzioni deboli nel caso lineare, w € H?(U) ed

esiste C' > 0, dipendente solo da U e pu, tale che
lwllz2@wy < Cll fllr2w)-
Rimane definita A : H}(U) — H}(U) tale che
A(u) = w,

dove w ¢ la soluzione sopra descritta. In particolare, per ogni u,v € H}(U)

(2.11) / (D(A(u)) - Dv + pA(u)v) dL"™ = —/ b(Du)vdL"
U U
e, per la sub-linearita di b,

[A(W) |2y < CO+ Nlullmyw))-

Mostriamo che A ¢ continua. Siano (up) in Hy(U) e u € Hy(U) tali che uj, — u in

H}(U). Siccome (uy) ¢ convergente, allora ¢ limitata, quindi
Sl}lbp | A(un) || 2y < CSI’JZp (1 + HuhHHg(U)) < +00,

ossia (A(uy)) ¢ limitata in H2(U). Allora esiste w € H'(U) tale che, a meno di una
sottosuccessione, A(u) — w in HY(U). Siccome H{(U) ¢ completo, in particolare &
chiuso percid w € H}(U) e A(up) — w in H}(U). Ora, per definizione di A, per ogni
ve HNU)

(2.12) /U(D(A(uh)) - Dv+ pA(up)v) dL" = — /U b(Duy)vdL".

Siccome A(up) — w in H(U), in particolare D(A(up)) — Dw in L*(U), quindi
D(A(up)) — Dw in L*(U). Similmente, A(u,) — w in L*(U), quindi A(up) — w
in L?(U). In piu, dal fatto che uy, — w in H}(U), si ha Duj, — Du in L*(U) quindi dal

fatto che b e sub-lineare,
/(b(Duh) — b(Du))vdL" < C/ (|Dup| — |Du|)vdL"™ < C/ | Duy, — Dul|v|dL" <
U U U

< C/\Duh - Du|2d£”/ W2dLm — 0,
U U
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quindi b(Duy,) — b(Du) in L*(U). Passando al limite in (2.12), per ogni u,v € H}(U)

/ (D(w) - Dv + pwv) dL" = —/ b(Du)vdL",
U U

ossia w € soluzione debole del problema di Dirichlet

—Aw + pw = —b(Du) in U,
w =70 su oU,

che, in altre parole, significa A(u) = w, quindi A(uy) — A(u) in Hy(U) e la continuita &

dimostrata.

Mostriamo che A ¢ compatta. Sia (u;) in H}(U) limitata. Allora
sup || A(w)|| ) < Csup (1+ lunll o) < +oo,

ossia (A(up)) ¢ limitata in H*(U). Allora esiste w € H'(U) tale che, a meno di una
sottosuccessione, A(uy) — w in H'(U). Siccome H}(U) ¢ completo, in particolare &

chiuso percio w € H}(U) e A(uy) — w in H}(U), da cui la compattezza.

Mostriamo che, per u sufficientemente grande, I'insieme
B = {u € Hy(U) : u = MA(u), per qualche \ € [0, 1]}

¢ limitato in Hj(U). Se u € B, allora A(u) = %, quindi v € H*(U) N Hy(U) e, preso

v = u nella formulazione variazionale che definisce A,
/ (IDuf? + plul?) dL™ = —/ Ab(Du)udL".
U U

Essendo b sub-lineare, usando la disuguaglianza di Young pesata con ¢ = % ed dal fatto
che A <1,

—/ Ab(Du)udL"™ < )\C/ (14 |Dul)|uldL™ < C/ (1 + |Dul)|uldL™ <
U U U

1
< /\Du!2d£"+0/ (1+ Juf?) de”,
2 U U

quindi
1
5 / |Du?dL™ + (1 — O) / lul?dL™ < C
U U

dove C non dipende da A e nemmeno da u. Se quindi > C, ||ul| g1y < C, ossia B ¢
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limitato in H}(U).
Possiamo concludere che, per il Teorema di Schaefer, esiste u € H}(U) N H(U) tale
che A(u) = u che, combinato con (2.11), permette di affermare che per ogni v € H}(U)

/ (Du - Dv + puv)) dL" = —/ b(Du)vdL",
U U

da cui la tesi. =

(2.13) Osservazione Dal Teorema precedente abbiamo direttamente ['esistenza di una
soluzione forte. In piu, la teoria della regolarita per questo problema differenziale puo
essere ricondotta a quella del caso lineare, e quindi al Metodo di Stampacchia: siccome
u € H*(U), allora Du € H'(U), quindi f = —b(Du) € HY(U). Aumentando le ipotesi
di regolarita su b si puo prosequire. Non entriamo nel dettaglio: la morale ¢ che la non

linearita ¢ piv un problema per l’esistenza che per la regolarita.

3 Metodo di monotonia

(3.1) Definizione Siano U un aperto limitato di R™ con OU di classe C*, a : R" — R"™
un’applicazione di classe C*™ ed f: U — R un’applicazione continua. Diciamo che u é

una soluzione classica del problema di Dirichlet

—div(a(Du)) = f in U,
u=20 su oU,

seu € C*(U)NC(U), —div(a(Du(z))) = f(x) per ogni x € U e u(z) = 0 per ogni
xr € oU.

(3.2) Osservazione Se a = Id, allora ritroviamo il problema di Poisson, visto nel

capitolo 2.

(3.3) Osservazione Se esiste I': R" — R tale che a = DF, ossia a ammette potenziale

scalare, allora ’equazione

—div(a(Du)) = fin U

¢ lequazione di Fulero—Lagrange associata al funzionale

Il = / (F(Du) — fu)dL"
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quindi possiamo utilizzare le tecniche del Calcolo delle Variazioni, come visto nel capitolo
3, per studiare il problema. Infatti, con le convenzioni sulle notazioni introdotte nel

capitolo 3,

De; L(, 5, &) = Dk (€), D;L(x,,8) = —f

i

per cui ’equazione di Fulero—Lagrange é

S Dy (Do F(Du)) = f in U

=1

ossia, in forma vettoriale,

—div(DF(Du)) = f in U.

Consideriamo per un attimo la situazione in cui a ammette potenziale scalare F

convesso. Allora, per ogni £, € R”

(a(§) —a(n) - (€ —n)=(DF() - DF(n) - (—n)=
= ;(DzF(f) — DiF(n)) - (& — i)

e, per il Teorema di Lagrange, esiste ¢ € [0, 1] tale che

(@(€) —a(n) - (€ —m) = 3 D2,F(E +t(n— E)(E —n,)(E — ).

ij=1

A questo punto, dalla convessita di F', si deduce che

(a(§) —a(n)) - (€ =n) = 0.

Motivati da questo calcolo, diamo la seguente definizione.

(3.4) Definizione Diciamo che un’applicazione a : R — R™ é monotona, se per ogni
§neR”
(a(§) —a(n)) - (€ —n) = 0.

(3.5) Osservazione In R, una funzione monotona, nel senso dato sopra, altro non é che
una funzione crescente. Infatti, se & < n, l'unica possibilita per rispettare la disuguaglianza

di monotonia é a(§) < a(n).
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Nel seguito, salvo diversa specificazione, supporremo sempre che U sia un aperto
limitato di R™ non vuoto con AU di classe C* e che siano assegnati f € L*(U) ed
a:R"™ — R" di classe C* tale che

e per ogni &, n e R
(a(§) —a(n)) - (€—n) = 0.

In altre parole, a € monotona,

o esiste C' > 0 tale che per ogni £ € R”

|a(§)] < C(L+[¢)).

In altre parole, a € sub-lineare,

o esistono a > 0 e § > 0 tali che per ogni £ € R”

a(€) - &> al¢g]’ - B.

In altre parole, a ¢ coercitiva.

Vediamo, a titolo di esempio, che esistono funzioni a con le ipotesi richieste.

(3.6) Esempio Consideriamo a =1d. Allora per ogni &,n € R"
(E=n)-(E=m)=IE—n* =0

Inoltre,
€ < 1+ [¢]

£-&=[¢f.
Quindi l'identita, che é ovviamente di classe C*°, é una scelta ammissibile.

Con lievi variazioni rispetto all’esempio precedente si puo dimostrare che se a ¢ lineare,
allora e una scelta ammissibile. Se pero ci fermassimo qui, potremmo tranquillamente
tornare al capitolo 2 perché avremmo dei riscalamenti dell’equazione di Poisson. Vediamo

che in realta esistono anche applicazioni non lineari ammissibili.

(3.7) Esempio Consideriamo l'applicazione a(§) = & + arctan (&) ey, chiaramente di

classe C°. Allora per ogni £,m € R"

((€ + arctan (&1) e1) — (1 + arctan (m) e1)) - (€ —n) =
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o = 77]2 + (arctan & — arctann ) - (§ —m) > 0.

Inoltre,
€ +arctan (€) ea] < [¢] + 5 < (14 )1+ [¢))

e, per la disuguaglianza di Young pesata con € = %,
s 1
(€ + arctan (&) ey) - § = [€]* + arctan (&) & > [¢]? - §|§| > §|§|2 - B

con 3> 0.

Vediamo ora come indebolire la definizione di soluzione del problema

—div(a(Du)) = f inU,
u=0 su oU.

Se f: U — R continua ed u ¢ una soluzione classica, allora per ogni z € U
—div(a(Du(z))) = f(z).
Moltiplicando ambo i membri per una certa ¢ € C2°(U) ed integrando otteniamo
— /U div(a(Du))pdLl" = /Ufgpdﬁn.

Per le formule di Gauss—Green abbiamo quindi, per ogni ¢ € C°(U)

/Ua(Du) - DodL" = /Ufcpdﬁn.

Osserviamo che 'equazione precedente ha significato con f € L*(U) e u,p € H}(U).

(3.8) Definizione Diciamo che u € H}(U) é una soluzione debole del problema di
Dirichlet

—div(a(Du)) = f in U,
u=20 su oU,

se per ogni v € HY(U),
/a(Du) - DvdL" = / fodLl".
U U

(3.9) Osservazione La precedente definizione é ben posta, infatti, dalla sub-linearita di
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a?
/ a(Du) - DvdL" < /\a(Du)HDv|d£" < C||Dv|| 2wy (C"(U) + HDu||L2(U)) < +00
U U

e, chiaramente,

/ Jfodl" < || fllezanllvll 2@y < +oo.
U

Volendo affrontare ora il problema dell’esistenza di soluzioni deboli, iniziamo con un

risultato di carattere tecnico che ci sara utile nel seguito.

(3.10) Lemma Sia v : R" — R™ un’applicazione continua. Se esiste r > 0 tale che per
ogni x € 0B(0,r)
v(x)-x >0,

allora esiste x € B(0,r) tale che v(z) = 0.

Dimostrazione. Per assurdo, supponiamo che per ogni x € B(0,r) si abbia v(z) # 0.

Consideriamo 'applicazione w : B(0,7) — 0B(0,7) continua tale che

Per il Teorema di Brouwer, esiste z € B(0, ) tale che w(z) = z. In particolare deve essere
z € 0B(0,r), quindi

che ¢ assurdo. m

Siamo dunque pronti per dimostrare I'esistenza di soluzioni deboli per il problema
che stiamo studiando: affronteremo la dimostrazione seguendo il cosiddetto metodo di

Browder e Minty.

3.11) Teorema FEsiste u € H}(U) soluzione debole del problema di Dirichlet
0

—div(a(Du)) = f in U,
u=20 su oU.



3. METODO DI MONOTONIA 213

Dimostrazione. Fissiamo innanzitutto (w;), una base hilbertiana liscia di Hg(U).? Fissato

m € N, mostriamo che esiste u,,, € Hj(U) tale che
m
tm = 3_ djw;
=0
eperogni k=0,....m

/a(Dum)~Dwkd£” = / fwpdl™3
U U

Per fare cio, consideriamo I’applicazione v : R™*t — R™*! tale che per ogni k£ =0,...,m

vg(d) = /U (a (i dewj) - Dwy, — fwk) ac".

Dal fatto che a e sub-lineare, I’applicazione v € ben definita. Inoltre ¢ continua per il

Teorema della convergenza dominata. Ora, per ogni d € R™

U(d) -d = ZUj(d)dj = Z (CL <Z deU}k) . de’UJj — djf’(l)j) dﬁn =
j=0 j=0U k=0

= / (a <Z dewk> . Zdewj - Zdjfwj> dﬁn?
U k=0 Jj=0 Jj=0

quindi, per la coercitivita di a,

'U(d)-dza/U

Ora, nel primo integrale i doppi prodotti sono tutti nulli in quanto wy, ..., w,, sono tra

> djDw;

J=0

2
L™ — BLU) =Y d; / fw;dC"
j=0 JU

loro ortogonali in Hj(U), quindi
o)
U

20Ottenibile, ad esempio, dall’operatore —A (debole), come visto alla fine del capitolo 2.
3In altre parole, vorremmo scegliere i coefficienti d; in modo che u,, sia soluzione debole della
proiezione del problema

> d;jDw;

J=0

2
dcn — azd§/ D, PdL" = ald]?
im0 Ju

—div(a(Du)) = f in U,
u=20 su 9U,

sul sottospazio vettoriale di Hi(U) di dimensione finita generato da wo, ..., Wy,.
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Per quanto riguarda l'ultimo addendo invece, detta u € H}(U) la soluzione debole del

problema di Dirichlet

—Au=f inU,
u=20 su oU,

per la disuguaglianza di Young pesata con ¢ = la formulazione variazionale e la

22
29

disuguaglianza di Holder,

2
/fwjdﬁn <42+ C /fwjdﬁn <
U 2 U

2
a " a
< gl ( [ Du-Duact) < Gl + Cluliyo oty <

U

< SlaP+c.

quindi
- Zdj/ fwdLr > —S|d)? - C.
=0 JU 2

In definitiva,

o(d)-d > %|d|2 —C.

Scelto r > /2%, per il Lemma (3.10), esiste d € B(0,7) tale che v(d) = 0, ossia per ogni
k=0,...,m

(3.12) /a(Dum) - DwpdL" = / fwrdL".
U U

Mostriamo ora che esiste C', dipendente solo da U ed a, tale che per ogni m € N

[wmllapwy < CQA+ [ flle2w))-

Per fare cio, moltiplichiamo per dy ambo i membri di (3.12) e sommiamo per k = 0,...m,

ottenendo

(3.13) /Ua(Dum)~Dumd£” = /Ufumdﬁn.

Dalla coercitivita di a,

/ a(Duy,) - Duy,dL" > a/ | D, |2dL"™ — BL™(U),
U U
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quindi combinando la disuguaglianza di Holder e la disuguaglianza di Poincaré,

o [ 1DunPaer <+ [ fundt? < O+l lumliay < O+ Cl Lo lum s
U U

[0}

percio, per la disuguaglianza di Young pesata con € = 267
«
o [ 1DunPacr <+ 5 [ Dunfde + €1,
U U

allora

a n
5 [1punfacr < c+ 1)

e, per la sub-additivita della radice quadrata,

[wmll g0y < CA+ [ fll2@))-

Da quanto appena dimostrato, si deduce che (u,,) ¢ limitata in Hj(U), quindi, per il
Teorema di Eberlein-Smulian, esistono (u.,,) e u € Hg(U) tale che w,,, — u in Hg(U).

In particolare, u,,, — u in L*(U). Essendo a sub-lineare,
/U]a(Dumj)|2d£" < C(LMU) + it 21 0) < +00,

quindi (a(Du,y,,)) limitata in L*(U;R™) e, per il Teorema di Eberlein-Smulian, esiste & €

L*(U;R") tale che, a meno di un’ulteriore sottosuccessione, a(Duy,,) = & in L*(U; R").

Per ogni v € H}(U), scrivendo I'equazione (3.12) per u,,, e passando al limite per

J — 400 otteniamo per ogni k € N

U U

che moltiplicata ambo i membri per (v|wg)yy(w) € sommata su k fornisce

(3.14) /U ¢ DvdL" = /U fvdL".

Dalla monotonia di a, per ogni m € N e per ogni w € H}(U),

/ (a(Dumj) - a(Dw)) - (D, — Dw)dL™ > 0,
U
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ossia, utilizzando 1’equazione (3.13),

/ S, dLC" —/ a(Dw) - Dy, ;dL™ — / a(Duy,,; ) - DwdL" ~|—/ a(Dw) - DwdL" > 0
U U U U

che per 7 — 400 diventa
/ fudl™ — / a(Dw) - DudL" — / ¢ - DwdLl" +/ a(Dw) - DwdL" > 0,
U U U U

che, utilizzando 1'equazione (3.14) con v = u, puo essere scritta come
/ (€ — a(Dw)) - (Du — Dw)dL" > 0.
U

A questo punto, fissato v € H(U), preso w = u — Av, con A € |0,1], dalla precedente

equazione abbiamo

/(5 — a(Du — ADv)) - DvdL" > 0.
U

Dal fatto che a ¢ continua,
lim a(Du — ADv) - Dv = a(Du) q.o. in U,
A—0

inoltre, per la sub-linearita di a e per la disuguaglianza di Young,

|a(Du — ADv) - Dv| < |a(Du — ADv)||Dv| < C(1 + |Du — ADwv|)|Dv| <
< C(1+ |Dv* + |Dul?*) € L'(U)

quindi, per il Teorema della convergenza dominata, passando al limite per A — 0 si

ottiene che per ogni v € H}(U)
/U(§ —a(Du)) - DvdL"™ > 0.
A meno di scambiare v con —wv, vale anche
/(f —a(Du)) - DvdL" <0,
U

quindi

/(§ —a(Du)) - DvdL" = 0.
U
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In particolare, dalla (3.14), per ogni v € H}(U)

/ a(Du) - DvdL" = / - DvdL" = / fodLl™,
U U U

da cui la tesi. =

(3.15) Osservazione Vale la pena osservare la strategia dimostrativa utilizzata per il
Teorema precedente nasce per risolvere il sequente problema: a causa della non linearita di
a, anche sapendo che u,, — u in Hy(U), non é possibile dedurre che a(Duy,,) — a(Du)

in un qualche senso. La chiave per superare questo stallo € proprio la monotonia.

(3.16) Definizione Diciamo che un’applicazione a : R™ — R™ ¢é strettamente monotona,

se esiste ¥ > 0 tale che per ogni £,n € R"

(a(§) —a(n)) - (€ —n) = VI —nl*.

(3.17) Teorema Se a é strettamente monotona, allora la soluzione debole del problema
di Dirichlet
—div(a(Du)) = f in U,

u=20 su U,

e unica.

Dimostrazione. Supponiamo esistano u, % soluzioni deboli del problema di Dirichlet

—div(a(Du)) = f inU,
u=20 su OU.

Allora, per ogni v € H}(U)

/ a(Du) - DvdL" = / fodl" = / a(Du) - DvdL",
U U U

ossia

/U(OL(DU) —a(Dw)) - DvdL" = 0.

Scelto v = u — 4,

0= /(a(Du) — a(Da)) - (Du— Da)dL" > 19/ |Du — D dL™ = |[u — il -
U U 0
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L’unica possibilita ¢ ||u — ﬂ||§{1(U) =0,o0ssiau=1uqo. inU. m
0

Un’ampia classe di scelte per a grazie alle quali abbiamo esistenza ed unicita della

soluzione debole e la seguente.

(3.18) Esempio Consideriamo a(§) =&+ b(§) dove

b(£> = (b1(£1)7 ce 7bn<€n>>

con b; : R — R monotone crescenti, limitate e di classe C™ per ognii =1,...,n. Allora

per ogni £, € R"

(a(€) —a(n) - (E—n) =1 —n* + (b(&) —b(n) - (€ —n) =
=¢— 77|2+Z (&) = bi(m)) (& — mi) = 1€ — .

Inoltre,

(O] < lEl+ b < [El+ C < 1+ O) (1 +[E])

e, per la disuguaglianza di Cauchy—Schwarz e la disuguaglianza di Young pesata con € =

N |

a(€) €= €+ b(E) € > &~ p@)lle] = Slel” -

con 3> 0.

(3.19) Osservazione In ipotesi di stretta monotonia, é possibile ricondursi al Metodo

di Stampacchia, gia usato nel capitolo 2, per lo studio della regolarita delle soluzioni.

4 Metodo delle sopra/sotto-soluzioni

(4.1) Proposizione Consideriamo U C R" aperto limitato con bordo di classe C*,
f1, f2 € L*(U) e uy,us € HY(U) le soluzioni deboli dei problemi di Dirichlet

—Au=f; in U, —Au=fy inU,
u=>0 su oU, u=0 su oU.

Se fo < f1 q.0. in U, allora us < wuy q.0. inU.
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Dimostrazione. Osserviamo, anzitutto, che (us —u1)* € HJ(U) con

D(us —uy) se ug > uy,

0 altrimenti.

D(UQ — U1)+ = {

Ora, per linearita,

/ D(UQ — Ul) . D(UQ — U1)+d£n == /(fg — fl)(UQ — u1)+d£” S 0,
U U

/ D(Ug — ul) . D(U,g - U1)+d£n = / |D<U2 - U1)+|2d£n,
U U

allora |(ug — u1)™|[grwy <0, da cui (ug —u1)* =0 q.0. in U, cio¢ ug <uy go. inU. =

(4.2) Definizione Consideriamo U C R" aperto limitato con bordo di classe C*, C' > 0
e f: R — R di classe C* tale che, per ogni v € R, |f'(x)| < C.* Diciamo che u € H}(U)

¢ una soluzione debole del problema di Dirichlet

—Au= f(u) inU,
u=20 su oU,

se per ogni v € HY(U)
/Du - DvdL" = / f(u)vdl".
U U

(4.3) Definizione Consideriamo U C R" aperto limitato con bordo di classe C*, C' > 0
e f:R — R di classe C* tale che, per ogni v € R, | f'(z)| < C. Diciamo che uw € H*(U)

¢ una sopra-soluzione debole del problema di Dirichlet

—Au = f(u) inU,
u=">0 su oU,

se per ogni v € H}(U) tale che v >0 q.o0. in U

/Du-DvdL'”z/f(u)vdﬁn.
U U

4In particolare, grazie alla disuguaglianza di Lagrange, f ¢ lipschitziana e sub-lineare.
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(4.4) Definizione Consideriamo U C R™ aperto limitato con bordo di classe C*°, C > 0
e f: R — R di classe C™ tale che, per ogni z € R, |f'(x)| < C. Diciamo che u € H'(U)

¢ una sotto-soluzione debole del problema di Dirichlet

—Au = f(u) in U,
u=>0 su OU,

se per ogni v € H(U) tale che v >0 q.o. in U

/Du-DvdE” < / f(w)vdL™.
U U

In particolare, una soluzione debole € sia sopra-soluzione che sotto-soluzione.
Il principale risultato della sezione ¢ il seguente: I'idea di base e che ¢ piu facile trovare

sopra/sotto-soluzioni deboli rispetto che soluzioni deboli.

(4.5) Teorema Consideriamo U C R"™ aperto limitato con bordo di classe C*°, C' > 0
e f: R — R di classe C* tale che, per ogni x € R, |f'(z)] < C. Se esistono una

sopra-soluzione debole u € H'(U) ed una sotto-soluzione debole u € H'(U) del problema

di Dirichlet
—Au= f(u) inU,

u=20 su 0U,

tali che u <0 ew > 0 su QU nel senso delle tracce e u <u q.o. in U, allora esiste una
soluzione debole u € H}(U) tale che u <u <7u q.0. in U.

Dimostrazione. Innanzitutto, essendo f' > —C, esiste A > 0 sufficientemente grande tale
che
"+ x>0,

quindi 'applicazione {x +— f(z) 4+ Az} & crescente.
Detta ug = u, costruiamo ricorsivamente una successione (uy) in Hj(U) tale che gy

e la soluzione debole del problema di Dirichlet

—Augiq + Mgy = f(ug) + Ay in U,

Ugr1 =0 su oU.

Mostriamo, per induzione, che (uy) € crescente q.o. in U. Per prima cosa, detto T'

l'operatore di traccia su U, siccome T(ug — uy) = Tug — Tu; < 0 q.o. in U, allora
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T(up —u1)™ =0 q.o. in U, ossia (ug —uy)™ € HY(U) con

Dluy— uy)* D(ug —uy) se ug > uy,
0o—U) =

0 altrimenti.

In particolare, sottraendo alla definizione di sotto-soluzione debole ug la formulazione
variazionale del problema di Dirichlet che ha soluzione debole u;, entrambe valutate per

v = (ug — up)™, si ottiene

/U (D(uo —uy) - D(ug — uy)™ + AMug — up)(ug — u1)+) ac" <o,

/ Do — u1) - D(uig — w1 HdL™ = / |D(uo — wr)*[2dL™,
U U

/ (g — 1) - (ug — ) TdL” = / (g — wy)*[PdL™,
U U
quindi
[ (1D =) 4 Al — i) ) e <0
U

da cui ug < wy q.0. in U. Supponiamo ora che ui_; < ug q.0. in U. Siccome
{z — f(z)+ Az} ¢ crescente, f(ug—1) + Aug—1 < f(ug) + Aug che, ragionando in modo
analogo a quanto fatto sopra, da ux < ugyq q.0. in U.

Mostriamo ora, per induzione, che per ogni k € N
ur < u q.o. in U.

Il caso k = 0 segue direttamente dalle ipotesi. Supponiamo quindi che up < % q.o. in U.
Sempre ragionando in modo analogo a quanto fatto sopra segue che u;,; <@ q.o. in U.

Riassumendo,

U< <ug <ugy <uqo. in U,

quindi per q.o. x € U esiste u(z) = lilrfn ug(x). In particolare, u < u <@ q.o0. in U, da cui

/!u\2d£” < / max {Juf?, [af?} d£" < +oo,
U U
che vuol dire u € L*(U), e

VkeEN:|up—ul®< 2max{|@\2, |ﬂ\2} € LY(U)



222 CAPITOLO 5. ALCUNI ELEMENTI DI ANALISI NON LINEARE

che, combinato con il Teorema della convergenza dominata, da uj — u in L?(U). Ora,

per la sub-linearita di f,

If ()| 20y < C( A+ [Jugll2@r),

quindi, per la formulazione variazionale del problema di Dirichlet che ha soluzione debole

ug, valutata per v = uy, e per la disuguaglianza di Young,

el < / (IDuxl> + Aug[?) dL™ = / (f () + Mg y) upd L <

< /U (f (u) + Au) upd L™ < C(||f (i) 720y + Nl 20y <
In altre parole, (uy) ¢ limitata in Hg(U), quindi per il Teorema di Eberlein-Smulian,
a meno di sottosuccessioni, per 'unicita del limite si ha u;, — w in H}(U). In modo
analogo, siccome (f(uy)) ¢ limitata in L*(U), f(u) — f(u) in L?(U). Passando quindi

al limite per £ — +o0o nella formulazione variazionale del problema di Dirichlet che ha

soluzione debole u;, otteniamo per ogni v € H} (U)

/U (Du - Dv + Auv) dL" = / (f(w)v + Auw) dL",

U

ossia

/Du - DvdL" = / f(u)vdl",
U U

che ¢ la tesi. m

Vediamo di seguito un esempio di applicazione del Teorema precedente.

(4.6) Esempio Consideriamo U C R™ aperto limitato con bordo di classe C*, C' > 0
e f:R — [1,2] di classe C* tale che, per ogni x € R, |f'(z)| < C. Sia uw € H}(U) la

soluzione debole del problema di Dirichlet

—Au=1 inU,
u=20 su U,

allora per ogni v € H}(U) conv >0 q.0. in U

/Du-Dvdﬁ”S/vdﬁ" g/fvdﬁn,
U U U



5. METODO DEI PUNTI CRITICI 223

quindi u € sotto-soluzione debole per il problema di Dirichlet

—Au = f(u) inU,
u=20 su oU.

Analogamente, u € Hy(U) tale che

—Au=2 inU,
u=0 su oU,

e sopra-soluzione debole per il lo stesso problema di Dirichlet. Siccome 1 < 2, dalla
Proposizione (4.1), discende che u <@ q.o. in U. Inoltre, u =u = 0 su OU nel senso
delle tracce. Dal Teorema (4.5), il problema di Dirichlet

—Au= f(u) inU,
u=20 su oU.

ammette soluzione debole.

5 Metodo dei punti critici

Nel seguito, salvo diversa specificazione, supporremo sempre che n > 3, U sia un aperto
limitato di R"™ non vuoto con U di classe C* e che siano assegnate due applicazioni
g:U xR — R di Carathéodory e

Glos) = [ gl )i,
0
tali che
(i) per ognie > 0 esista a. € Ln%(U) tale che per q.o. € U e per ogni s € R

19(z, 5)| < ac(x) +els|7 2,

(17) esistono R > 0 e g > 2 tali che per q.o. z € U e per ogni s € R tale che |s| > R

0 < qG(x,s) < g(z,s)s,

5 Attenzione: ”—fg =2*—1.
n



224 CAPITOLO 5. ALCUNI ELEMENTI DI ANALISI NON LINEARE
(731) per ogni € > 0 esista C. € R tale che per q.o. x € U e per ogni s € R

G(z,s) < els|* + Cc|s[*

ed un operatore differenziale L uniformemente ellittico in forma di divergenza tale che

e perogni¢,j=1,...,n,

In altre parole, A & simmetrica,

e perognic,j=1,...,n,

ai; € LOO<U),bZ‘,C =0.

(5.1) Definizione Diciamo che u € H}(U) é una soluzione debole del problema di
Dirichlet .
— Y Dj(a;Du) = g(z,u) inU,

ij=1

u=20 su oU,
- 1
se per ogni v € Hy(U)

> aijDuDjvdl" = / g(z, w)vdL".
U

Ui j=1

Consideriamo il funzionale continuo J : Hi(U) — R tale che

ij=1

Innanzitutto, per ogni u,v € Hy(U)

> aij(Di(u+ Tv)Dj(u + Tv) — DiuDju)dL"
. Ju+ 7] = J[u] ) Uij=1
lim = lim +

750 T 7—0 2T

/U(G(l‘, u+71v) — G(z,u))dL"

)

T
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/ Z a;;(Di(u+ 1v)D;(u+ Tv) — DiuDju)dL" .
lim Uig=1 = Z CLZ‘jDiUDjUd,Cn

7—0 27‘ U ig=1

e, detta p(t) = G(u + tTv), per il Teorema di Lagrange, esiste o € |0, 1] tale che

/U (G, u + T0) — Gz, u))dL" /U S (0)dL"

/U (1) — p(0))dL™

lim = lim = lim ~*%—— =
T—0 T T—0 T 7—0 T
=lim [ g(u+oTv)dL" = / g(z, u)vdL",
T—0 U U

dove nell'ultimo passaggio abbiamo usato la continuita dell’operatore di Nemytskij, quindi

(dJ[u],v) = J'[u](v) = lim Ju+ o] — J[u]

T—0 T

= Z a;jDiuDjvdL" —/Ug(x,u)vdE”.G

Uij=1

In particolare, J e derivabile ed ¢ il funzionale associato al problema di Dirichlet in esame,
nel senso delle equazioni di Eulero-Lagrange. Inoltre, J ¢ differenziabile, infatti, detta
o(t) = Gz, u+tv) — tg(z, u)v,

[ Ju+ 0] = J[u] = {dJ[u],v)| =

1 n
5 (Z a;; (Di(u+v)Dj(u+v) — DiuDju — 2D;uD;v) dﬁ”) +
U

2,j=1

- / (Gla,u +v) — Gla,u) — gla, upo) dL”| <
U

< Y5~ [ a,Dubyvacr| + / (o(1) — 0(0))dL"|,
255 Ju U

quindi, per il Teorema di Lagrange, esiste o € ]0, 1] tale che

Z aijDiuDjde"

ij=1JU

[T+ 0] = ] = (@[u], )] < 5 v <

/U P (o)dL”

< Cllolfgon + | lotu-+ o) = ga)uldc”

6 Attenzione al cambio di notazione rispetto ai capitoli precedenti.
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e, per la Disuguaglianza di Holder ed il Teorema di Sobolev,

[J[w+ 0] = J[u] = (@T[u], v)] < Cllllzy ) + N9+ t0) = gl 2, N0l 2y ) <

S CHU”H(%(U) (||U||H6(U) + ||g(u + tU) - g(u)HLfb (U)) )

quindi, per la continuita dell’operatore di Nemytskij,

lim Ju+v] — J[u] — (dJ[ul,v)

=0.
v=0 ||U||H3(U)

In modo simile, si vede che J ¢ di classe C*.

(5.2) Lemma Per q.o. x € U e per ogni s € R tale che |s| > R, esiste k(x) tale che

G(z,s) > k|s|?.

G(z,s)

s4

Dimostrazione. Vediamo dapprima il caso s > R. Detta ¢(s) = , si ha, per la (i),

g(x,s)s — qG(x, s) -

/ —
¥ (S) - 8q+1 - O?
quindi ¢(s) > ¢(R), ossia
Glas) _ Gl R)
st T Ra
0, in altre parole,
G(z,s) > ksi.

Il caso s < —R puo essere trattato in modo simile. =
(5.3) Lemma J soddisfa la condizione di Palais—Smale.

Dimostrazione. Sia (uy) in Hy(U) tale che (J[uy]) sia limitata e dJ[u] — 0 in H=Y(U).”

Per il Teorema di Bolzano-Weierstrass, esistono (up, ) e m € R tali che
Jup, ] = m, dJup,] — 0.

In particolare, esiste una successione () in R tale che aj, — 0 e

1 n
5 E a;j Dyup, Djup, dL™" — / G(z,up,)dL" =m + ay.
Ui j=1 U

"Attenzione: non stiamo applicando il Teorema della rappresentazione di Riesz; vedremo che & molto
piu comodo ragionare cosi.
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Sottraendo, a quest’ultima equazione moltiplicata per ¢,
> aijDyup, Djup, dL™ — / g(x, up, Jup, dL™ = (dJ[up, ], up,)
Uij=1 U

otteniamo, a meno di rinominare la successione ay,

Z Qi Diuhk Djuhk d£n+

Ui j=1

+ / (g(x, up, )up, —qG(x,up,)) dL™ = qm + oy — (dJ [up, ], un,,)
U

q—2
2

che puo anche essere scritta nella forma

_9 n
=< Z a;; Diup, Djup, dC" +/ (9(x,up, )up, — qG(x,up,))dL"
Un{lun, |>R}

2 Uij=1

+ / (g9(x, up, )up, — qG(x,up,)) dL” = gm + o, — (dJ [up, ], up,,) -
Un{|un, |<R}

Ora, per uniforme ellitticita,

Z az’jDiUhk Djuhk dc" Z

Ui j=1

q—2 q—2

2

vllun, i o)

per la (i),
/ (9(, un, Yun, — 4G, un) dL™ > 0,
Un{|un, |>R}

per la (i),
/ (9(x, up, )up, — qG(x,up,))dL" > Chg,
Un{lun, |<R}

quindi possiamo scrivere, utilizzando la continuita del differenziale,

-2
2

Vlun gy ) < am+ e + | dT fun )l llun, |y o) + Cr

che, a seguito di un’applicazione della disuguaglianza di Young pesata sul terzo addendo
a secondo membro, diventa

Huth?{g(U) < C < +oo,

ossia (up, ) ¢ limitata in Hj(U). A meno di sottosuccessioni, per il Teorema di Eberlein—

Smulian, il Teorema di Rellich—-Kondrachov, le proprieta degli spazi LP e I'unicita del
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limite debole, esiste u € H}(U) tale che per ogni p < 2* si abbia

up, — v in Hy(U), up, — win LP(U).
Tuttavia, per uniforme ellitticita,

I/HDUhk — DUH%Q(U) S Z a'ijDi(uhk — U)D]’(Uhk — u)dﬁn =

Uij=1
_/ Z aijDiuthjuhkdE" — 2/ Z DzuthJud£"+
Uij=1 Uigj=1

+ [ S DuDjudc" =

Ui j=1

= / g(z, up, Jup, dL" + (dJ [up, ], un,) —2 | Y Diwp, DyjudC™+
U

Uij=1
U

1,j=1

A questo punto, osservando che (dJ[uy, |, up, ) — 0° per ogni € > 0 esiste Ny > 0 tale che
per ogni k > N,

ve
<dJ[uhk]7uhk> < ?
Siccome up, — u in Hy(U), essendo a;;D;u € L*(U) per ogni i,j = 1,...,n, esiste

N5 > 0 tale che per ogni k > N,

S D DyudC > | Y DuDjudC" — ==
Uij=1 Uij=1 6
quindi, per k£ > max { Ny, Na},
2 n - W2
v|[Dup, — Dullze@y < | g(@, unJun, dL™ — [ > DyuDjudL" + Ve
U Uij=1

Siccome per ogni v € HJ(U) si ha (J[uy,],v) = 0, up, — u in Hy(U) e a;;Dju € L*(U)

8Si tratta di un fatto generale. Consideriamo (X, || ||x) uno spazio normato su K, (x;h) in X e (¢3)
in X’. Se esistono z € X e ¢ € X’ tali che z;, = x in X e ¢, = ¢ in X', allora (pp, xp) = (p,x).
Infatti, siccome la convergenza debole implica la limitatezza,

[(ons zn) = (o, )| < Kpn, Th) — (@, Tn)| + (@, Tn) — (@, zn)| <
< lon = ellxllznllx + (e, 7n) — (@, zn)| <
< Cllen = ellxr + [{p, zn) — (p, zn)| — 0.
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per ogni i,j = 1,...,n, per la continuitd dell’operatore di Nemytskij (in H1(U))?,

passando al limite nell’espressione di (J[up, ], v) si trova

> DjuDjvdL" = / g(z,u)vdL™ M
U

Ui j=1

In particolare,

2
V|| Dup, — Dul[72) < /Ug(l'>uhk)uhkdﬁn - /Ug(x,u)udﬁn +3ve.

Sempre per la continuita dell’operatore di Nemytskij (su H~(U)) e siccome up, — u in
H(U), esiste N3 > 0 tale che se k > N

ve

/g(x,uhk)uhkdﬁn — / g(x,u)udl” < —,
U U 3
quindi per ogni k > max { Ny, No, N3}

| Dup,, — DUHQLQ(U) <g,

ossia up, — u in Hy(U), da cui la tesi. =

(5.4) Teorema FEsiste u € HL(U) \ {0} soluzione debole del problema di Dirichlet

=3 Dy(ay(@)Daula)) = gleu) in U

ij=1

u =0 su OU.

Dimostrazione. Innanzitutto, per il Lemma (5.3), il funzionale J soddisfa la condizione
di Palais—Smale. Chiaramente, J[0] = 0.
Mostriamo che esistono a,r > 0 tali che per ogni u € dB(0,r) C H}(U)

Ju] > a.

9Prestiamo attenzione al fatto che ¢ non dipende dai gradienti, quindi le convergenze che abbiamo
sono sufficienti.

10Potrebbe sembrare che gia qui abbiamo trovato una soluzione debole del nostro problema. Attenzione
pero: noi, gia a priori, sappiamo che il problema ammette la soluzione nulla. Stiamo cercando soluzioni
non banali. A questo livello nulla ci garantisce che u non sia la soluzione banale.
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In primo luogo, per uniforme ellitticita e per la (i),

1 *
Ju] > 1// | Dul?dL" — 5/ lu|?dL" — Cg/ lu|*" dL™.
2 Ju U U

A questo punto, per la disuguaglianza di Poincaré ed il Teorema di Sobolev,

V * I/ *
Ju) = Sl ) — =Cpllulliyw — C-Cillulliy, = 27 = 2y = C-Cyr®”

Se scegliamo ¢ tale che § > €C,, ¢ sufficiente scegliere a, r tali che

(; — 5Cp> r2—C.Ca% >a>0.

Mostriamo che esiste v € Hg(U) tale che |[v]| g3y > r e J[v] < 0. Per il Lemma (5.2)
e la (1), fissato w € Hy(U) \ {0},

Jltu] < CE|[allin o —/ Gz, tu)dL" —/ G(z,tu)dL" <
0 Un{|ta|>R} Un{|tal<R}
< CE|ull 3 — / k|ta|%dL — / Gz, tu)dL" =
0 Un{|tal>R} Un{|tal<R}
= Ct|[alf} ) — tq/ k[a|cn +/ (kltal* — G(x, tu))dL" <
0 U UN{|ta|<R}

=2 — n
< Ct'lulfyey —t* | a2+ C
Si tratta quindi di scegliere v = tw per t sufficientemente grande da garantire

thHﬂH?{é(U) — 1 [, k[u|’L" 4+ Cr <0,

tall ga oy > 1

Per il Teorema del passo montano, detto

I'={g € C(0,1]; H§(U)) : g(0) = 0,9(1) = v},

si ha che

— inf Jlg(t
¢ = Inf max [g(t)]

¢ un valore critico per J, ossia esiste u € H}(U) tale che J[u] = c e J'[u] = 0. In altre

parole, u ¢ soluzione debole non banale dell’equazione di Eulero-Lagrange di J, ossia del
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problema di Dirichlet

n

— > Dj(a;j(z)Dau(z)) = g(z,u) inU,

1,j=1

u=">0 su OU,

da cui la tesi. m

Un esempio modello ¢ il seguente.

(5.5) Esempio Consideriamo il problema di Dirichlet

—Au = |ufP~*u in U,

u=20 su oU,

dove p € ]1,2—3{, corrispondente alla scelta a;; = 0;;, chiaramente ammissibile, e

glw,s) = [s["~'s.
Vediamo che la scelta di g ¢ ammissibile. Innanzitutto, chiaramente é di Carathéodory
_ lslP*!

e possiamo scegliere G(x,s) = R

pesata'l e dal fatto che, essendo U limitato, le costanti sono elementi di LH%(U), infatti

Poi, la (i) seque dalla disuguaglianza di Young

n-+2
n—2

s|P < C +¢ls|
La (i1) seque dalla scelta ¢ = p+1. Per quanto riguarda la (ii1), seque dalla disuguaglianza
di Young pesata, infatti presto t € |0, 1] tale che p+1 =2t +2*(1 —t), si ha

‘3|P+1 1

p—|—1:p+1

200 < gls|? + Co|s|F.

[s|*s
Il funzionale associato, in questo caso, ¢ J : HY(U) — R tale che
1 2 n 1 +1 n
Ju] == [ |[DuldL" — —— | |ulP™dL",
2 Ju p+1Jy
infatti, per ogni u,v € H}(U)

J'[u](v) :/Du-DvdE"—/\u]pluvdE”,
U U

da cui la corrispondenza tra soluzioni deboli dell’equazione di Eulero—Lagrange e del

problema posto sopra.

. . *_
1 Con uno degli esponenti 2 - L
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6 Non esistenza di soluzioni

Nel seguito, salvo diversa specificazione, supporremo sempre che n > 3, U sia un
aperto limitato di R™ non vuoto con OU di classe C*°. Dato p € ]1, +o00[, consideriamo il

problema di Dirichlet

—Au = |[uP'u inU,

u=0 su OU.

(6.1)

n+2
' n—2

il Metodo dei punti critici, il problema (6.1) ammette una soluzione non banale. In

Nella sezione precedente abbiamo potuto osservare che nel caso p € }1 {, mediante

realta, siccome il funzionale J associato e pari, & possibile dimostrare che esistono infinite
soluzioni u; € H(U) non banali e a segni alterni tali che J[u;] — 4o0.

Studiamo ora il caso p € {Z—fg, —i—oo[.

(6.2) Lemma Supponiamo che U sia stellato rispetto a 0. Allora per ogni x € OU si ha

x-v(x) > 0.

Dimostrazione. Fissiamo x € QU. Mostriamo, innanzitutto, che, per ogni € > 0 esiste

§ > 0 tale che per ogni y € U tale che |x — y| < d si ha

Yy —T
vix) - <e.
(z) T

Se, per assurdo, esiste € > 0 tale che per ogni j € N esiste y; € B(xz, %) N U tale che

dal fatto che y; — z, si avrebbe € < 0, assurdo. In particolare,

limsup v(zx) - yor <0.
y—a ly — |
yeU

Dal fatto che U & stellato rispetto a 0, per ogni A € [0,1] y = Az € U C U, allora

x AT —1x
R LTS
V(@) || ADT- v(z) Az — x| ~ 0

da cui la tesi. =
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Vediamo che, sotto 'ipotesi che U sia stellato rispetto a 0, non esistono soluzioni non
banali per il problema (6.1).

(6.3) Teorema Supponiamo che U sia stellato rispetto a 0 e p € }”” —i—oo[ Se

n—2’

u € C*U) ¢ una soluzione del problema (6.1), allora uw =0 in U.

Dimostrazione. Innanzitutto, dal fatto che u ¢ una soluzione classica di (6.1), per ogni
x € U si ha
—Au(w) = Ju(@) P u(z),

Moltiplicando ambo i membri per x - Du ed integrando su U otteniamo

/U(—Au(a:))(:c~Du ))dLn ( /|u P lu(e) (x - Du)dL ().

Per quanto riguarda il primo membro, per le formule di Gauss—Green,

/(—Au(m))(mDu( ))dL" (z Z D uxDjudL"(v) =
U i,j=1
/DuD (z;Dju)dL™(z) — Djuz; DjuvdH" ' (x) =
t,j=1 i,j=1+0U
Z D;ub;;DjudL" + Z Dyux; D} udL"™(x Z Djuz;Djuv,dH" ' (z) =
7 _] 1 U 7 ] 1 U ) ] 1 oU

n 1 n n
=> [ |Dw?dC"+=>" | D; (]Du|2) z;dLM(z) — > Djuz; Djuv;dH" ! (z) =
i=1JU 2 j=1JU i,j=1<0U

=1J0U

\Du|2le/jd7-["_1(x)) +

/|Du| dL" + ( Z |Du|2d£”+z
j,

_ Z DiuijjuVidHn_l(x) =
i,j=1J0U
-9 1 -
=32 [1papacr+ [ pupte-vyane @ = 3 [ D Do),

i,j=1J0U

ma siccome v = 0 su U, Du ¢ parallelo a v su QU, ossia Du = +|Du|v. In particolare,

per ogni i = 1,...,n si ha D;u = £|Du|y;, quindi

/U (= Au(@))(z - Dulz))dL"(x) =
2—n

1
+ 2/ | Dul?(z - v)dH"( Z |Du|21/l-a:j1/juid7-["_1(x) =

i,7=1

1 2 n—1
- 2/8U\Du] (- v)dH" " (x).
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Per quanto riguarda il secondo membro, invece, sempre per le formule di Gauss—Green

ed il fatto che u = 0 su OU,
/ lu(2) [P~ u(x) (2 - Du)dL"(x) Z/ luP~ ux; Djud L™ (z) =

= 12 [, P () ) =

_ +1/|U|P+1d£”
p

Riassumendo,

(6.4)

/ | Dul?(x - v)dH"(

Combinando la (6.4) con il Lemma (6.2), possiamo scrivere
n—2 2 n n +1 n
|Du|*dL" < —— [ |u|P"dL".
2 Ju p+1Jy

Tuttavia, la formulazione variazionale del problema (6.1), per v = u, conduce a

/]Du|2d£”:/]u|p“d£”,
U U

quindi
-2
n /|Du| dL" < 0.
2 p—l— 1
Siccome
n—2 _n S 013
2 p+1 ’

I'unica possibilita ¢ che v = 0, da cui la tesi. =

(6.5) Osservazione Nel caso p = "+2 , la formulazione variazionale del problema (6.1),

12Nota come identita di Derrick—Pohozaev.
13Gi tratta di un calcolo diretto,
n—2 n

5 —ﬁ>0<:)(p+1)(n—2)>2n<:>(n—2)p+n—2>2n(:>(n—2)p>n+2,
p

quindi,
n—2 n <0 >n—|—2
2 pt1 L
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per v =u, combinata con (6.4), conduce a

|Dul?(x - v)dH" " (x) = 0.
oU
Se x-v > 0 su una porzione di OU di misura positiva, dal fatto che u =0 su U, tramite
una proprieta di continuazione unica, si puo affermare anche in questo caso che u =0 su

U. I dettagli della dimostrazione esulano dai nostri scopi.

n+2
n—2’

fornire, sotto opportune ipotesi tecniche, dei risultati di esistenza di soluzioni non banali:

(6.6) Osservazione Nel caso p = se U non e stellato rispetto a 0, ¢ possibile

st tratta pero, principalmente, di scenari molto specialistici che esulano dai nostri scopi.

Vediamo, infine, un caso che esula dalla nostra trattazione, ma comunque degno di

nota.

(6.7) Esempio Consideriamo il problema di Dirichlet

n+2 . n
—Au=u»—2 in R",
u >0 in R".

Intorno al 1976, Giorgio Talenti ha lavorato su questo problema esibendo come soluzione

n—=2 1
To(x) =(n(n—2) * ———m———.
)=t —2)%

Addirittura, ogni elemento della famiglia delle talentiane, ossia
T(a) =2 Ty (e —w)),  >0,20 € R,

e una soluzione. Infatti,
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